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Introducción 

 

El análisis y diseño de estructuras constituyen la columna 

vertebral de la ingeniería civil y mecánica. Tradicionalmente, la 

enseñanza y la literatura técnica han categorizado el comportamiento 

estructural en dos grandes dominios: las estructuras estáticamente 

determinadas (isostáticas) y las estáticamente indeterminadas 

(hiperestáticas). Mientras que estas últimas suelen acaparar el interés 

científico reciente debido a su redundancia estructural y a la difusión 

masiva del Método de Elementos Finitos (MEF), las estructuras 

isostáticas son a menudo relegadas a un nivel introductorio en la 

formación de grado. 

Sin embargo, esta simplificación oculta una realidad fundamental: 

las estructuras estáticamente determinadas representan el estado 

límite primario del equilibrio, la base fundamental para el análisis de 

comportamiento no lineal, la trayectoria de cargas limpia y la referencia 

insustituible para la validación de modelos numéricos complejos. 

Esta obra, Teoría avanzada de estructuras estáticamente 

determinadas, busca redefinir la frontera del conocimiento en torno a los 

sistemas isostáticos. A través de un enfoque riguroso que integra la 

mecánica del continuo, la formulación matricial avanzada, la 

optimización topológica y el análisis no lineal geométrico y material, 

este libro demuestra que la isostaticidad no es un tema básico superado, 

sino un campo vivo de investigación con aplicaciones críticas en la 

ingeniería de vanguardia. 
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La necesidad de desarrollar un tratado científico y técnico 

enfocado en la teoría avanzada de estructuras isostáticas responde a 

tres factores determinantes: 

i. Brecha teórico-práctica en la modelación numérica: el uso 

indiscriminado de software comercial de cálculo ha generado 

una dependencia metodológica donde los ingenieros confían 

en resultados matriciales sin una verificación analítica rigurosa. 

Las estructuras estáticamente determinadas ofrecen la única 

plataforma analítica donde la trayectoria de fuerzas internas 

es independiente de la rigidez del material y de las 

deformaciones (en primer orden), lo que las convierte en la 

herramienta superior para auditar y verificar algoritmos 

complejos de cálculo. 

ii. Optimización y estructuras de peso mínimo: en la ingeniería 

aeroespacial, biomédica y en el diseño de cubiertas de grandes 

luces, las estructuras isostáticas (como las cerchas o 

reticulados óptimos tipo Michell) representan las soluciones de 

peso mínimo teórico para sistemas de cargas dados. 

Profundizar en su comportamiento avanzado permite diseñar 

sistemas más sostenibles y eficientes. 

iii. Comportamiento no lineal y dinámico: cuando las estructuras 

isostáticas experimentan grandes desplazamientos (no 

linealidad geométrica) o entran en el rango inelástico, el mito 

de que sus reacciones no dependen de las deformaciones se 

rompe. El análisis de cómo la variación geométrica altera las 
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ecuaciones de equilibrio en sistemas isostáticos ofrece una 

visión profunda sobre fenómenos de inestabilidad, pandeo y 

bifurcación que raras veces se abordan en la literatura 

convencional. 

En síntesis, revisitar la isostaticidad con las herramientas 

analíticas y computacionales del siglo XXI no es un ejercicio regresivo, 

sino una necesidad científica para fundamentar el diseño estructural 

avanzado. El alcance de este trabajo abarca la investigación teórica y 

analítica de sistemas estáticamente determinados bajo condiciones no 

convencionales: 

i. No linealidad geométrica y material: análisis del 

comportamiento isostático bajo grandes deformaciones, 

cambio de geometría en la trayectoria de carga y plasticidad 

localizada. 

ii. Estructuras articuladas y sistemas cinemáticamente flexibles: 

estudio dinámico y estático de mecanismos de cinemática 

finita y estructuras desplegables. 

iii. Optimización topológica isostática: algoritmos para la 

generación de morfologías óptimas basadas en redes 

isostáticas. 

Como eje articulador de la investigación que fundamenta esta 

obra, se formulan las siguientes interrogantes centrales: ¿De qué 

manera los métodos de análisis avanzado (no linealidad geométrica, 

optimización topológica y formulaciones matriciales de orden superior) 
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transforman la comprensión tradicional de las estructuras 

estáticamente determinadas y potencian su aplicación en el diseño 

estructural óptimo y la validación numérica de ingeniería?, ¿Cómo afecta 

la gran deformación a la independencia entre la rigidez del elemento y 

la distribución de esfuerzos en un sistema puramente isostático?.  

Este libro unifica y profundiza conceptos de mecánica del sólido 

continuo, geometría diferencial aplicada a estructuras y métodos 

energéticos avanzados sobre sistemas isoestáticos. Permite establecer 

las fronteras teóricas donde termina el equilibrio estático puro y donde 

la geometría de la estructura determina inequívocamente su respuesta. 

Y sirve como un puente conceptual entre la estática elemental y el 

análisis computacional no lineal, proporcionando a estudiantes de 

posgrado e investigadores un marco que desarrolla intuición física y 

rigor matemático. 
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Capítulo 1 

Teoría avanzada de estructuras estáticamente 

determinadas: fundamentos, rigor matricial y 

aplicaciones complejas 

 

El análisis de la estabilidad y la determinabilidad en la ingeniería 

de estructuras ha experimentado una profunda transformación analítica 

desde las formulaciones clásicas basadas en recuentos escalares hasta 

los enfoques contemporáneos basados en el álgebra lineal. 

Históricamente, la determinación del carácter isostático o hiperestático 

de un sistema reticulado dependía del criterio enunciado por Maxwell, 

el cual establece una relación aritmética simple entre el número de 

barras 𝑏, el número de nudos 𝑗 y el número de restricciones cinemáticas 

impuestas por los apoyos 𝑘. En un espacio euclidiano de dimensión 𝑁 

(donde 𝑁 = 2  para estructuras planas y 𝑁 = 3  para estructuras 

espaciales), la condición necesaria para la determinabilidad se expresa 

según la ecuación (Morales et al., 2024): 

𝑏 − 𝑁𝑗 + 𝑘 = 0 

Sin embargo, la mecánica estructural moderna ha demostrado de 

manera concluyente que la ecuación clásica de Maxwell constituye una 

condición puramente necesaria pero insuficiente para garantizar la 

estabilidad geométrica y la determinación estática de una estructura. 

Un sistema reticulado puede satisfacer de forma estricta la igualdad 

escalar global y, no obstante, albergar simultáneamente redundancias 
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estáticas locales (estados de autotensión) e inestabilidades geométricas 

regionales o globales (mecanismos inextensionales). 

La superación de estas deficiencias conceptuales comenzó con las 

contribuciones de Calladine, quien extendió la regla de Maxwell al 

considerar el rango de la matriz de equilibrio, y se consolidó mediante 

la teoría desarrollada por Pellegrino y Calladine. Desde la perspectiva 

de la mecánica matricial, la determinabilidad estática y la 

determinabilidad cinemática no son propiedades independientes, sino 

dos facetas duales que se derivan de las propiedades espectrales y 

vectoriales de la matriz de equilibrio del sistema 𝐴. 

En términos rigurosos, una estructura es estáticamente 

determinada cuando las fuerzas internas de todos sus miembros 

(tensiones en las barras) pueden calcularse de manera única y biunívoca 

a partir de las ecuaciones de equilibrio estático frente a cualquier 

sistema de cargas externas aplicadas en los nudos, sin necesidad de 

recurrir a las ecuaciones constitutivas del material ni a las condiciones 

de compatibilidad de deformación (Zienkiewicz, 1977). 

Complementariamente, un ensamblaje es cinemáticamente 

determinado cuando la posición de cada uno de sus nudos está fijada 

de manera unívoca por la longitud de sus barras, garantizando que no 

existan modos de deformación infinitesimal o de mecanismo 

inextensional. 

Mediante la introducción del rango algebraico 𝑟𝐴 de la matriz de 

equilibrio 𝐴, el número de estados independientes de autotensión 𝑠 y el 



13 
 

número de mecanismos inextensionales independientes 𝑚  quedan 

formalmente definidos por las relaciones: 

𝑠 = 𝑏 − 𝑟𝐴 

𝑚 = (𝑁𝑗 − 𝑘) − 𝑟𝐴 

donde (𝑁𝑗 − 𝑘) representa el número total de grados de libertad nodales 

del sistema. La sustracción algebraica de ambas ecuaciones conduce a 

la generalización exacta de la regla de Maxwell-Calladine: 

𝑠 − 𝑚 = 𝑏 − (𝑁𝑗 − 𝑘) 

Esta relación fundamental establece que un ensamblaje 

estructural es simultánea y estrictamente estática y cinemáticamente 

determinado si y solo si 𝑠 = 0 y 𝑚 = 0, lo que exige numéricamente que 

el rango algebraico de la matriz de equilibrio sea igual tanto al número 

de barras como al número de grados de libertad nodales (𝑟𝐴 = 𝑏 = 𝑁𝑗 −

𝑘), convirtiendo la matriz de equilibrio en un operador cuadrado y no 

singular (Escalante et al., 2026). 

Formulación matricial dual y los cuatro subespacios 

fundamentales 

La descripción rigurosa del comportamiento mecánico de un 

ensamblaje de barras y uniones articuladas exige la construcción de un 

marco matricial dual que conecte las variables de fuerza con las 

variables de desplazamiento. Considérese una estructura general en un 

espacio 𝑁-dimensional con 𝑗 nudos, 𝑏 barras y 𝑘 restricciones de apoyo, 

resultando en 𝑛𝑑 = 𝑁𝑗 − 𝑘 grados de libertad nodales (véase la tabla 1). 
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El estado de fuerzas internas se define mediante el vector de 

tensiones de las barras 𝑡 ∈ ℝ𝑏 , mientras que la acción exterior aplicada 

sobre los nudos se representa a través del vector de cargas nodales 𝑓 ∈

ℝ𝑛𝑑 . La condición de equilibrio estático en cada nudo del sistema da 

lugar al sistema de ecuaciones lineales (Medina y Zavadskij, 2004): 

𝐴𝑡 = 𝑓 

donde 𝐴 ∈ ℝ𝑛𝑑×𝑏 es la matriz de equilibrio global de la estructura. Los 

coeficientes de la matriz 𝐴 están constituidos por los cosenos directores 

de las barras referidos al sistema de ejes cartesianos globales. 

De forma estrictamente dual, el comportamiento cinemático se 

describe mediante el vector de desplazamientos nodales 𝑑 ∈ ℝ𝑛𝑑  y el 

vector de elongaciones de las barras 𝑒 ∈ ℝ𝑏 . Bajo la hipótesis de 

desplazamientos infinitesimales, la compatibilidad geométrica entre los 

desplazamientos de los nudos y las deformaciones del elemento se 

expresa mediante la relación: 

𝐶𝑑 = 𝑒 donde 𝐶 = 𝐴𝑇 

siendo 𝐶 ∈ ℝ𝑏×𝑛𝑑 la matriz de compatibilidad cinemática, la cual es la 

transpuesta exacta de la matriz de equilibrio 𝐴. Esta dualidad estático-

cinemática permite categorizar exhaustivamente el comportamiento 

mecánico del sistema mediante el análisis de los cuatro subespacios 

vectoriales fundamentales del operador matricial 𝐴. 
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Tabla 1: Interpretación mecánica y estructural de los cuatro subespacios 

fundamentales 

Subespacio 

Vectorial 

Dimensión 

Algebraica 
Interpretación Mecánica y Estructural 

Espacio Nulo 

Nul(𝐴) 
𝑠 = 𝑏 − 𝑟𝐴 

Estados de Autotensión ( 𝑠 ): Define las 

distribuciones de tensiones en las barras 𝑡 

que satisfacen 𝐴𝑡 = 0 . Representa conjuntos 

de fuerzas internas en equilibrio con cargas 

externas nulas. 

Espacio 

Columna 

Col(𝐴) 

𝑟𝐴 

Cargas Admisibles de Equilibrio: Representa 

el espacio de vectores de fuerza externa 𝑓 

que pueden ser equilibrados directamente 

por tensiones internas en las barras (𝐴𝑡 = 𝑓). 

Espacio Nulo 

Izquierdo 

Nul(𝐴𝑇) 

𝑚 = 𝑛𝑑 − 𝑟𝐴 

Mecanismos Inextensionales (𝑚): Define los 

vectores de desplazamiento nodal 𝑑  que no 

producen elongación en las barras (𝐴𝑇𝑑 = 0). 

Incluye movimientos rígidos y mecanismos 

internos. 

Espacio Fila 

Row(𝐴) 
𝑟𝐴 

Elongaciones Compatibles: Representa el 

conjunto de vectores de deformación 𝑒 

derivados de desplazamientos nodales 

continuos que no constituyen modos de 

mecanismo. 

Nota: Interpretado desde Voutetaki (2024). 

La caracterización cinemática exige además segregar los 𝑚 

modos inextensionales en dos categorías con significado físico 

diferenciado: movimientos de cuerpo rígido y mecanismos internos. Si 

la estructura se encuentra insuficientemente vinculada a la cimentación, 

hasta 6 modos (en tres dimensiones) o 3 modos (en dos dimensiones) 

corresponden a desplazamientos de cuerpo rígido 𝑚𝑟𝑏 . Los modos 
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restantes representan mecanismos internos 𝑚𝑖𝑛𝑡 = 𝑚 −𝑚𝑟𝑏, los cuales 

constituyen deformaciones geométricas en las que las barras rotan en 

torno a sus articulaciones sin experimentar cambios de longitud a 

primer orden (Ramalingam, 2009). 

Rigor matricial mediante la descomposición en valores 

singulares (SVD) 

Aunque métodos como la eliminación gaussiana o la factorización 

QR permiten calcular la dimensión de los subespacios vectoriales, la 

descomposición en valores singulares (SVD) introducida formalmente en 

este campo por Pellegrino ofrece la herramienta computacional y teórica 

más sólida para el análisis cuantitativo de la matriz de equilibrio (Fallas 

et al., 2021). 

Para cualquier matriz de equilibrio 𝐴 ∈ ℝ𝑛𝑑×𝑏  de rango 𝑟𝐴 , la 

descomposición SVD se expresa como: 

𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝑇 

donde 𝑈 ∈ ℝ𝑛𝑑×𝑛𝑑 y 𝑉 ∈ ℝ𝑏×𝑏 son matrices ortogonales cuyas columnas 

constituyen bases ortonormales para los espacios de desplazamientos 

nodales y de tensiones en las barras, respectivamente. La matriz Σ ∈

ℝ𝑛𝑑×𝑏  es una matriz diagonal cuyos primeros 𝑟𝐴  elementos son los 

valores singulares estrictamente positivos 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟𝐴 > 0 , 

estando el resto poblado por ceros. 

La estructura ortogonal de la SVD efectúa una partición directa 

de los cuatro subespacios fundamentales dividiendo las matrices 𝑈 y 𝑉 

en bloques ordenados: 
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𝑈 = [𝑈𝑟 𝑈𝑚],  𝑉 = [𝑉𝑟 𝑉𝑠] 

En esta formulación, el subbloque 𝑉𝑠 ∈ ℝ𝑏×𝑠  contiene 𝑠  vectores 

columna que generan una base ortonormal para el espacio nulo Nul(𝐴), 

aislando los estados de autotensión. El subbloque 𝑈𝑚 ∈ ℝ𝑛𝑑×𝑚 alberga 

𝑚 vectores columna que definen la base ortonormal del espacio nulo 

izquierdo Nul(𝐴𝑇) , revelando la totalidad de los mecanismos 

inextensionales del sistema. Por su parte, las columnas de 𝑈𝑟 ∈ ℝ𝑛𝑑×𝑟𝐴 

corresponden al espacio de cargas equilibrables Col(𝐴), mientras que 

las columnas de 𝑉𝑟 ∈ ℝ𝑏×𝑟𝐴  delimitan el espacio de elongaciones 

compatibles Row(𝐴). 

Esta descomposición facilita además el estudio de la interacción 

no lineal entre los estados de autotensión y los mecanismos 

inextensionales. Cuando un ensamblaje cinemáticamente 

indeterminado activa un modo de mecanismo 𝑑𝑚 ∈ Nul(𝐴𝑇), las barras 

experimentan rotaciones que inducen elongaciones de segundo orden. 

Si la estructura posee un estado de autotensión prévio 𝑡0 ∈ Nul(𝐴), la 

interacción entre estas fuerzas internas y las variaciones geométricas 

genera el fenómeno denominado fuerzas producto (product-forces). 

El trabajo de segundo orden realizado por el estado de 

autotensión a lo largo del desplazamiento del mecanismo se evalúa 

mediante la matriz de rigidez geométrica 𝐾𝐺(𝑡0): 

𝛿𝑊 =
1

2
𝑑𝑚
𝑇 𝐾𝐺(𝑡0)𝑑𝑚 

Cuando 𝛿𝑊 > 0 para cualquier desplazamiento no nulo asociado 

al modo 𝑑𝑚, el estado de autotensión imparte rigidez de primer orden 
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al mecanismo, rigidizando cinemáticamente el ensamblaje 

(comportamiento característico de sistemas de tensegridad, redes de 

cables y domos preesforzados). Si 𝛿𝑊 = 0, el mecanismo corresponde a 

una inestabilidad geométrica de orden superior que permite 

distorsiones finitas sin resistencia elástica inicial. 

A partir del análisis de las dimensiones de estos subespacios 

(véase la tabla 2), Affan y Calladine (1989) clasificaron la totalidad de 

los ensamblajes estructurales en cuatro tipos fundamentales: 

Tabla 2: Ensamblajes estructurales tipo 

Tipo 

Estructural 

Estado de 

Autotensión 

(s) 

Mecanismos 

(m) 

Condición de 

Determinabilidad y 

Comportamiento Mecánico 

Tipo I 𝑠 = 0 𝑚 = 0 

Estáticamente Determinado 

y Cinemáticamente 

Determinado: Sistema 

isostático puro con respuesta 

elástica única. La matriz 𝐴  es 

cuadrada y no singular. 

Tipo II 𝑠 > 0 𝑚 = 0 

Estáticamente 

Indeterminado y 

Cinemáticamente 

Determinado: Estructura 

hiperestática convencional. 

Posee capacidad de sobre-

restricción pero carece de 

modos inestables. 

Tipo III 𝑠 = 0 𝑚 > 0 

Estáticamente Determinado 

y Cinemáticamente 

Indeterminado: Mecanismo 

puro no estabilizable. Incapaz 
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Tipo 

Estructural 

Estado de 

Autotensión 

(s) 

Mecanismos 

(m) 

Condición de 

Determinabilidad y 

Comportamiento Mecánico 

de admitir estados de 

pretensado inicial. 

Tipo IV 𝑠 > 0 𝑚 > 0 

Estáticamente 

Indeterminado y 

Cinemáticamente 

Indeterminado: Ensamblaje 

complejo (tensegridad). Los 

mecanismos pueden 

rigidizarse mediante la 

aplicación de autotensión. 

 

Aplicaciones complejas: reticulados periódicos, 

tensegridad y eficiencia computacional 

El análisis algebraico de la matriz de equilibrio adquiere un papel 

insustituible en el diseño de estructuras complejas contemporáneas, 

como los metamateriales mecánicos, los reticulados periódicos y los 

sistemas desplegables. Un teorema fundamental formulado por Guest y 

Hutchinson demuestra que no existen estructuras reticulares infinitas, 

periódicas y articuladas en dos o tres dimensiones que sean 

simultáneamente estática y cinemáticamente determinadas. Todo 

reticulado infinito periódico que satisfaga localmente la regla de 

Maxwell albergará invariablemente modos blandos o estados de 

autotensión no localizados (Vargas, 2025). 

A pesar de esta restricción en el dominio infinito, es posible 

diseñar estructuras reticulares finitas e isostáticas mediante la 
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modificación rigurosa de las condiciones de contorno o la introducción 

de perturbaciones geométricas. En la red plana de Kagome, un 

ensamblaje periódico infinito satisface numéricamente la ecuación de 

Maxwell pero contiene líneas de mecanismos infinitesimales. Al recortar 

un dominio finito de dicha red, la pérdida de restricciones de frontera 

genera múltiples mecanismos inestables. Para restablecer la 

determinabilidad estática y cinemática estricta (𝑠 = 0,𝑚 = 0), se deben 

añadir elementos perimetrales denominados barras de parche (patch 

bars), los cuales eliminan los modos flexibles sin inducir hiperestaticidad. 

En contraposición, en reticulados tridimensionales de alta 

conectividad como la Malla Octogonal (Octet Truss), la elevada 

conectividad nodal (𝑧 = 12 ) genera un grado masivo de redundancia 

estática ( 𝑠 ≫ 0 ). Para transformar esta topología en un sistema 

estáticamente determinado manteniendo sus prestaciones resistentes, 

se introduce una ruptura de simetría mediante la alteración de la 

posición de los nudos centrales, derivando en la Malla Octogonal 

Modificada (MOT). Esta perturbación desrumpe los planos de simetría, 

eliminando las redundancias estáticas internas sin activar mecanismos 

de colapso. 

Esta cualidad de determinabilidad cinemática en mallas de 

Kagome modificadas resulta indispensable para la creación de 

estructuras adaptativas y sistemas de actuación. Como el espacio nulo 

de la matriz de compatibilidad está libre de tensiones elásticas internas 

durante la activación de ciertos grados de libertad, las barras pueden 

utilizarse como actuadores lineales capaces de alterar la forma global 
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de la estructura sin almacenar energía elástica indeseada por distorsión 

del reticulado. 

En el ámbito del cálculo computacional y la optimización 

topológica, la descomposición SVD de la matriz de equilibrio actúa como 

un preprocesador geométrico de alta eficiencia. En los flujos 

tradicionales de diseño asistido por ordenador, la estabilidad geométrica 

se evalúa ensamblando la matriz de rigidez global 𝐾 = 𝐴𝐾𝑒𝐴
𝑇, asignando 

propiedades mecánicas y resolviendo el sistema de ecuaciones elásticas. 

Si la estructura es inestable, la matriz 𝐾  resulta singular, 

interrumpiendo el proceso numérico. 

El análisis directo de los subespacios de la matriz de equilibrio 𝐴 

permite detectar inestabilidades geométricas antes de definir la sección 

transversal de los elementos (𝐴𝑚 ) o el módulo de elasticidad del 

material ( 𝐸 ). La evaluación aislada de 𝐴  elimina la necesidad de 

multiplicar 𝐴𝐾𝑒𝐴
𝑇, reduciendo sustancialmente la carga de cómputo en 

las fases iniciales de exploración morfológica y garantizando la 

viabilidad estructural previa al cálculo de tensiones y deformaciones. 

El diagnóstico de la estabilidad geométrica y la determinabilidad 

estática en estructuras articuladas complejas exige superar los criterios 

escalares de recuento numérico para adoptar el marco del álgebra lineal 

matricial. La matriz de equilibrio 𝐴  y su transpuesta, la matriz de 

compatibilidad 𝐶 , constituyen los operadores fundamentales cuya 

estructura de rangos determina unívocamente el comportamiento 

estático y cinemático del sistema. 
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La aplicación de la Descomposición en Valores Singulares (SVD) 

sobre la matriz de equilibrio proporciona una metodología rigurosa para 

aislar los subespacios vectoriales asociados a los estados de 

autotensión y a los mecanismos inextensionales. Esta caracterización 

espectral no solo permite clasificar cualquier ensamblaje en los cuatro 

tipos mecánicos de Pellegrino-Calladine, sino que posibilita evaluar la 

capacidad de los estados de pretensado para impartir rigidez de primer 

orden a mecanismos infinitesimales mediante interacciones de rigidez 

geométrica. 

Así, el análisis de la matriz de equilibrio demuestra su valor 

operativo en el diseño de metamateriales, reticulados periódicos finitos 

y algoritmos de optimización estructural. Al permitir la detección 

prematura de mecanismos locales sin necesidad de construir la matriz 

de rigidez elástica global, el rigor matricial se consolida como una 

herramienta analítica indispensable para el desarrollo de estructuras 

ligeras, adaptativas e isostáticas de alta eficiencia (Parras et al., 1985). 
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Capítulo 2 

Fundamentos topológicos: determinación estática 

y cinemática avanzada 

 

La determinación estática y cinemática constituye uno de los ejes 

fundamentales de la mecánica de estructuras discretas y la topología 

computacional. Históricamente, la evaluación de la estabilidad e 

hiperestaticidad estructural se abordaba mediante conteos escalares 

simplificados formulados por James Clerk Maxwell. Sin embargo, la 

aparición de sistemas reticulados complejos, ensamblajes autotensados 

de tensegridad y estructuras espacialmente sobredeterminadas 

demostró la insuficiencia de los métodos puramente numéricos en 

escenarios donde la geometría nodal y la conectividad topológica 

interactúan no linealmente (Medina y Zavadskij, 2004). 

El estudio avanzado de la respuesta estática y cinemática exige 

un marco conceptual unificado basado en el álgebra lineal de espacios 

vectoriales, la teoría de grafos topológicos y la teoría de homología. La 

formulación rigurosa de la matriz de equilibrio, la matriz de 

compatibilidad cinemática y la descomposición matricial mediante 

descomposición en valores singulares (SVD), junto con la teoría de bases 

cíclicas y cocíclicas, permite caracterizar sistemáticamente los estados 

de autotensión, los mecanismos inextensionales e infinitesimales, y el 

acondicionamiento numérico de los operadores estructurales globales 

(Monleón y Lázaro, 2011). 
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Dualidad estático-cinemática y operadores estructurales 

fundamentales 

La respuesta mecánica de cualquier ensamblaje estructural 

formado por barras conectadas en nudos se rige por la relación dual 

entre el equilibrio de fuerzas y la compatibilidad de deformaciones. En 

una estructura articulada tridimensional con 𝐽  nudos activos y 𝑏 

elementos unidimensionales, las ecuaciones del equilibrio estático 

linealizado en la configuración no deformada se expresan mediante el 

sistema matricial (Monleón y Lázaro, 2011): 

𝐀𝐭 = 𝐟 

donde 𝐀 ∈ ℝ𝑛𝑟×𝑛𝑐  (con 𝑛𝑟 = 3𝐽  grados de libertad nodales y 𝑛𝑐 = 𝑏 

esfuerzos internos en las barras) representa la matriz de equilibrio 

global. El vector 𝐭 ∈ ℝ𝑏 contiene los esfuerzos axiales generalizados en 

los elementos, mientras que 𝐟 ∈ ℝ3𝐽 denota el vector de fuerzas externas 

aplicadas sobre los nudos. 

De forma simétrica, las condiciones cinemáticas dictan que el 

vector de elongaciones axiales de los elementos 𝐞 ∈ ℝ𝑏  se deriva del 

vector de desplazamientos nodales 𝐝 ∈ ℝ3𝐽  mediante la matriz 

cinemática o de compatibilidad 𝐂: 

𝐞 = 𝐂𝐝 

El Teorema de los Trabajos Virtuales establece que el trabajo 

realizado por las fuerzas internas debe ser igual al trabajo realizado por 

las cargas externas para cualquier campo de desplazamientos y fuerzas 

virtualmente admisibles. Esta equivalencia energética impone que la 
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matriz de compatibilidad 𝐂 sea exactamente la transpuesta de la matriz 

de equilibrio 𝐀: 

𝐂 = 𝐀𝑇 

La dualidad estático-cinemática queda sellada conceptualmente 

mediante el par adjunto (𝐀, 𝐀𝑇) . Toda la información referente a la 

estabilidad estática, la indeterminación cinemática, la rigidez latente y 

los modos de deformación sin extensión de la estructura se encuentra 

codificada en la estructura topológica y geométrica de la matriz 𝐀. 

Los cuatro subespacios vectoriales de Pellegrino y 

Calladine 

La aplicación del Teorema Fundamental del Álgebra Lineal a la 

matriz de equilibrio 𝐀 transforma la comprensión del comportamiento 

estático y cinemático. Para cualquier matriz de equilibrio 𝐀  de 

dimensiones 3𝐽 × 𝑏 y rango 𝑟 = rank(𝐀), el espacio vectorial del sistema 

se particiona en cuatro subespacios ortogonales fundamentales. Desde 

la perspectiva de  Farias et al. (2024) y Medina y Zavadskij (2004):  

El primer subespacio es el Espacio Nulo (null(𝐀)), de dimensión 

𝑠 = 𝑏 − 𝑟 , el cual abarca todos los vectores de esfuerzo interno 𝐭  que 

satisfacen la ecuación 𝐀𝐭 = 𝟎  en ausencia de cargas externas (𝐟 = 𝟎 ). 

Físicamente, este subespacio define los estados independientes de 

autotensión o pretensado del sistema, donde el parámetro 𝑠 representa 

el grado de indeterminación estática o hiperestaticidad. 

El segundo subespacio es el Espacio Nulo Izquierdo (null(𝐀𝑇) ), 

cuya dimensión es 𝑚 = 3𝐽 − 𝑟 − 𝑘 , donde 𝑘  representa el número de 
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restricciones cinemáticas impuestas por los apoyos de la cimentación. 

Este subespacio está integrado por los vectores de desplazamiento 

nodal 𝐝 que producen una elongación nula en las barras, es decir, 𝐀𝑇𝐝 =

𝟎. Físicamente, estos vectores representan los modos de deformación 

inextensional o mecanismos. 

Los dos subespacios restantes corresponden al Espacio Fila 

(range(𝐀𝑇)) y al Espacio Columna (range(𝐀)), ambos de dimensión 𝑟. El 

Espacio Fila contiene el conjunto de elongaciones de barra 𝐞 

cinemáticamente compatibles con un campo de desplazamientos 

nodales continuos, mientras que el Espacio Columna está integrado por 

las fuerzas externas nodales 𝐟  que pueden ser equilibradas por 

combinaciones lineales de los esfuerzos axiales de los elementos. 

Al vincular numéricamente las dimensiones de estos subespacios con 

los recuentos topológicos, se obtiene la formulación generalizada de la 

relación de Maxwell y Calladine: 

𝑠 − 𝑚 = 𝑏 − 3𝐽 + 𝑘 

Esta formulación demuestra que el número de estados de 

autotensión 𝑠  y el número de mecanismos 𝑚  no pueden ser 

determinados individualmente mediante recuentos de componentes 

aislados. Dos ensamblajes con idéntico número de elementos (𝑏 ) y 

nudos (𝐽) pueden presentar valores radicalmente opuestos de 𝑠 y 𝑚 si 

existen simetrías geométricas o alineaciones nodales que alteren el 

rango 𝑟 de la matriz de equilibrio. 
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Para aislar numéricamente estos subespacios y caracterizar su 

comportamiento cinemático, se recurre a la Descomposición en Valores 

Singulares (SVD) de la matriz de equilibrio: 

𝐀 = 𝐔𝚺𝐖𝑇 

donde 𝐔 ∈ ℝ3𝐽×3𝐽 y 𝐖 ∈ ℝ𝑏×𝑏 son matrices ortogonales compuestas por 

los subbloques 𝐔 = [𝐔𝑟  𝐔𝑚]  y 𝐖 = [𝐖𝑟  𝐖𝑠] , y la matriz diagonal 𝚺 

contiene los valores singulares dispuestos en orden decreciente. 

Las columnas de 𝐖𝑠 ∈ ℝ𝑏×𝑠 constituyen una base ortonormal del 

espacio de autotensiones, mientras que las columnas de 𝐔𝑚 ∈ ℝ3𝐽×𝑚 

forman la base ortonormal del espacio de mecanismos inextensionales. 

Asimismo, este tratamiento matricial permite segregar los 𝑚 

mecanismos inextensionales en movimientos globales de cuerpo rígido 

allowed por la cimentación (𝑟𝑏 ≤ 6) y mecanismos internos verdaderos 

(𝑖𝑚), tales que 𝑚 = 𝑟𝑏 + 𝑖𝑚. 

Formulación grafo-teórica y bases topológicas en 

estructuras reticuladas 

Mientras que la formulación matricial directa opera sobre 

coordenadas cartesianas nodales, la teoría de grafos estructurada por 

Ali Kaveh analiza la topología de la conectividad para optimizar la 

formulación matricial, la esparsidad y el acondicionamiento numérico 

de los métodos clásicos de análisis estructural. 

Una estructura discreta se modela topológicamente mediante un 

grafo 𝑆 = (𝑉, 𝐸), donde el conjunto de vértices 𝑉(𝑆) representa los nudos 

o articulaciones, y el conjunto de aristas 𝐸(𝑆) representa los elementos 
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unidimensionales. El primer número de Betti o rango del circuito 𝛽1(𝑆) 

define el número de ciclos independientes del grafo: 

𝛽1(𝑆) = |𝐸| − |𝑉| + 𝛾(𝑆) 

donde 𝛾(𝑆) denota el número de componentes conexas del grafo. Para 

el caso de pórticos tridimensionales continuos (estructuras con uniones 

rígidas que transmiten momentos), el Grado de Indeterminación 

Estática ( 𝐷𝑆𝐼  o 𝛾𝑠(𝑆) ) depende de la topología cíclica según la 

formulación de Kaveh: 

𝛾𝑠(𝑆) = 6𝛽1(𝑆) = 6(|𝐸| − |𝑉| + 𝛾(𝑆)) 

En el caso de reticulados espaciales con articulaciones esféricas 

perfeccionadas (cerchas tridimensionales), la ecuación adapta las 

restricciones nodales según la expresión: 

𝛾𝑠(𝑆) = |𝐸| − 3|𝑉| + 6 

En la aplicación del Método de las Fuerzas, la matriz de flexibilidad 

del sistema 𝐅  se obtiene mediante la proyección de los elementos 

flexibles sobre una Base Cíclica Generalizada (GCB). La esparsidad y la 

estructura de banda de la matriz 𝐅  son equivalentes al patrón de la 

matriz de adyacencia de ciclos 𝐶𝐴 del grafo subyacente. 

Cuando una estructura presenta variaciones marcadas en las 

rigideces relativas de sus elementos, las elegidas arbitrariamente como 

bases cíclicas inducen matrices de flexibilidad con un elevado número 

de condición 𝜅(𝐅), lo que genera errores de redondeo en el proceso de 

inversión. Para resolver este problema, los algoritmos desarrollados por 

Kaveh seleccionan bases cíclicas submínimas y subóptimas. En lugar de 
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minimizar únicamente la longitud de los ciclos (como en el algoritmo 

estándar de Greedy), estos algoritmos minimizan las superposiciones o 

solapamientos (overlaps) entre los ciclos de la base, lo que garantiza la 

dominancia diagonal de la matriz de flexibilidad y optimiza el 

acondicionamiento numérico de la solución. 

De forma dual, en el Método de los Desplazamientos, la matriz de 

rigidez global 𝐊 se construye mediante una Base Cococíclica o conjunto 

de cortadura (Cut-Set Basis). La generación de conjuntos de cortadura 

asociados a los vértices aisla las ecuaciones de equilibrio nodal de 

manera sistemática. La reordenación nodal óptima mediante la 

construcción de grafos 𝐾-totales permite reducir el ancho de banda y el 

perfil de la matriz de rigidez, maximizando la eficiencia computacional 

en la resolución de sistemas algebraicos lineales mediante eliminación 

gaussiana. 

Rigidez de primer orden, estructuras autotensadas y 

tensegridad 

La presencia de mecanismos inextensionales (𝑚 > 0) no implica 

indefectiblemente el colapso cinemático de una estructura. La existencia 

simultánea de estados de autotensión (𝑠 > 0 ) introduce un efecto de 

rigidez geométrica que estabiliza los modos de deformación 

infinitesimales (Pérez, 2015). 

La matriz de rigidez tangencial 𝐊𝑡 de un ensamblaje pretensado 

se compone de la suma de la matriz de rigidez elástica de primer orden 

𝐊𝑒 y la matriz de rigidez geométrica o de esfuerzo inicial 𝐊𝑔: 
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𝐊𝑡 = 𝐊𝑒 + 𝐊𝑔 

donde la componente elástica responde a la formulación 𝐊𝑒 = 𝐀𝐄𝐀𝑇 , 

siendo 𝐄 la matriz de rigidez constitutiva del material. Para un modo 

inextensional definido por un vector de desplazamiento 𝐦𝑖 ∈ null(𝐀𝑇), la 

contribución elástica se anula (𝐊𝑒𝐦𝑖 = 𝟎 ). En tales circunstancias, la 

estabilidad de primer orden del mecanismo depende del escalar 

resultante de la proyección de la rigidez geométrica: 

𝜆𝑖 = 𝐦𝑖
𝑇𝐊𝑔𝐦𝑖 

Un valor 𝜆𝑖 > 0  indica que la autotensión confiere rigidez de 

primer orden al mecanismo infinitesimal, transformándolo en un modo 

cinemático rígido frente a acciones externas. Si 𝜆𝑖 = 0 , el modo 

permanece como un mecanismo finito de orden superior. Por el contrario, 

si 𝜆𝑖 < 0 , la autotensión induce una rigidez geométrica negativa que 

desestabiliza la respuesta cinemática. 

Esta rigidez inducida por pretensado constituye el principio de 

funcionamiento de las estructuras de tensegridad—sistemas formados 

por componentes de compresión discontinuos (puntales) suspendidos 

dentro de una red continua de componentes en tracción (cables)—

popularizadas por Buckminster Fuller y Kenneth Snelson. 

El diseño de estos sistemas requiere resolver el problema de 

búsqueda de forma (form-finding), consistente en identificar posiciones 

nodales y distribuciones de fuerza que garanticen el equilibrio estático 

autotensado. La formulación de densidad de fuerza introducida por 

Schek reconfigura la matriz de equilibrio definiendo las variables 𝑞𝑗 =
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𝑡𝑗/𝐿𝑗 , donde 𝑡𝑗  es el esfuerzo y 𝐿𝑗  la longitud del elemento 𝑗 . Esto 

transforma el sistema en un operador lineal gobernado por la matriz de 

densidad de fuerza 𝐃. Para garantizar la superestabilidad de un sistema 

de tensegridad, la matriz 𝐃 debe ser semidefinida positiva con un rango 

𝑟𝐷 = 𝑛 − 𝑑 − 1  (donde 𝑛  es el número de nudos y 𝑑  la dimensión 

espacial), asegurando la estabilidad global independientemente de las 

propiedades elásticas de los cables y puntales. 

En el ámbito del análisis estructural avanzado, investigaciones 

recientes basadas en álgebras homológicas y cohaces celulares (cellular 

cosheaves) han extendido estos principios topológicos a marcos rígidos 

continuos que transmiten momentos flectores y esfuerzos cortantes. 

Mediante el establecimiento de secuencias exactas largas de homología, 

se ha logrado unificar la contabilidad clásica de Maxwell-Calladine 

diseñada para cerchas articuladas con el primer número de Betti (𝛽1) 

representativo de los ciclos en marcos con momento. Este enfoque 

resuelve las singularidades geométricas presentes en las cerchas 

articuladas (como la configuración de Desargues) y absorbe las 

inestabilidades infinitesimales mediante campos de deformación por 

flexión local. 

Comparativa de marcos formulativos topológicos y 

matriciales 

En la tabla 3 se presentan las características distintivas de los 

cuatro marcos computacionales más relevantes empleados en la 

determinación estática y cinemática avanzada, desde la interpretación 

de los autores, con base en los fundamentos de Petkov (2026):  
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Tabla 3: Comparación de marcos formulativos topológicos y matriciales según Petkov 

(2026) 

Marco Teórico 

Operador 

Fundament

al 

Representaci

ón Espacial / 

Topológica 

Entidad 

Objetivo 

Calibrada 

Ventaja 

Computacio

nal y Física 

SVD de 

Pellegrino-

Calladine 

Matriz de 

Equilibrio 

𝐀 ∈ ℝ3𝐽×𝑏 

Geometría 
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La determinación estática y cinemática en sistemas estructurales 

ha evolucionado desde los esquemas de recuento escalar hacia un 

marco matemático integrado en el álgebra lineal de espacios vectoriales, 

la teoría de grafos y la homología topológica. 

La descomposición ortogonal de la matriz de equilibrio mediante 

la descomposición en valores singulares (SVD) constituye una 

metodología rigurosa para la caracterización de sistemas discretos, 

permitiendo diferenciar la movilidad cinemática de los estados de 

autotensión y evaluando el papel de la rigidez geométrica en la 

estabilización de mecanismos infinitesimales (Fallas et al., 2021). 

Asimismo, los métodos topológicos basados en grafos 

demuestran que la eficiencia computacional y la estabilidad numérica 

no dependen exclusivamente de los algoritmos de resolución algebraica, 

sino de la selección de bases cíclicas y cocíclicas que minimicen la 

superposición topológica de los elementos. 
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Capítulo 3 

Estabilidad y condicionamiento de sistemas 

isostáticos: un análisis matricial, numérico y 

topológico 

 

La mecánica de estructuras y la física de materia condensada 

convergen de manera fundamental en el estudio de los sistemas 

isostáticos. Definidos en la estática clásica como aquellos sistemas 

articulados donde el número de restricciones cinemáticas se equipara 

de forma exacta con el número de grados de libertad independientes, 

los sistemas isostáticos se sitúan en el límite crítico entre la flexibilidad 

mecánica y la rigidez estructural.  

El análisis moderno de estas estructuras supera la regla de conteo 

escalar tradicional, empleando formulaciones rigurosas del álgebra 

lineal computacional como la descomposición en valores singulares 

(SVD) de la matriz de equilibrio, la teoría de operadores diferenciales 

discretos y el estudio de la topología de bandas en metamateriales 

elásticos.    

El comportamiento mecánico de una estructura isostática es 

intrínsecamente sensible a su geometría exacta, a la configuración 

espacial de sus conexiones y al condicionamiento numérico de sus 

matrices gobernantes. Una pequeña perturbación geométrica en la 

posición de sus nudos puede transformar un sistema nominalmente 
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estable en una estructura singularmente inestable o susceptible a 

mecanismos infinitesimales de energía cero (Lizarraga, 1990).  

Por este motivo, la comprensión detallada de la estabilidad 

geométrica, la rigidez por preesfuerzo y el condicionamiento matricial 

resulta imprescindible para el diseño de estructuras desplegables, redes 

de tensegridad de alto rendimiento y metamateriales mecánicos 

programables.    

Fundamentos matriciales y criterio de Maxwell-Calladine 

El equilibrio estático y la compatibilidad cinemática de un sistema 

articulado compuesto por 𝑁𝐵barras y 𝑁nudos en un espacio euclídeo de 

dimensión 𝑑se formulan mediante ecuaciones matriciales lineales que 

vinculan los desplazamientos nodales 𝐮 ∈ ℝ𝑑𝑁, las elongaciones axiales 

de las barras 𝐞 ∈ ℝ𝑁𝐵 , las fuerzas externas aplicadas 𝐟 ∈ ℝ𝑑𝑁 y las 

tensiones o compresiones internas 𝐭 ∈ ℝ𝑁𝐵. La relación de equilibrio en 

la configuración no deformada viene dada por la ecuación matricial 

(Rocks y Mehta, 2024):    

𝐻𝐭 = 𝐟 

donde 𝐻 ∈ ℝ𝑑𝑁×𝑁𝐵representa la matriz de equilibrio de la estructura. Por 

aplicación directa del principio de los trabajos virtuales, la 

compatibilidad cinemática dual que expresa el alargamiento o 

acortamiento de las barras en función de los desplazamientos nodales 

queda definida por la matriz de compatibilidad 𝐶 ∈ ℝ𝑁𝐵×𝑑𝑁 , 

cumpliéndose rigurosamente que 𝐶 = 𝐻𝑇.    
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El criterio histórico planteado por Maxwell establece que un 

sistema espacial sin restricciones de apoyo es isostático cuando el 

número de grados de libertad no restringidos satisface 𝑁0 = 𝑑𝑁 −𝑁𝐵 =

𝑓(𝑑) , siendo 𝑓(𝑑) = 𝑑(𝑑 + 1)/2 el número de movimientos rígidos en el 

espacio 𝑑 -dimensional. No obstante, la reformulación generalizada 

introducida por Calladine demostró que la existencia simultánea de 

estados de autoesfuerzo y mecanismos infinitesimales invalida la regla 

contable simple, imponiendo la relación vectorial:    

𝑁0 − 𝑁𝑆 = 𝑑𝑁 − 𝑁𝐵 

donde 𝑁𝑆denota el número de estados de autoesfuerzo independientes 

y 𝑁0representa la dimensión total del espacio nulo cinemático, el cual 

incluye tanto los 𝑓(𝑑) movimientos de cuerpo rígido como los 

𝑚 mecanismos internos de deformación inextensional (𝑚 = 𝑁0 − 𝑓(𝑑) ). 

Una estructura se define como rigurosamente isostática en sentido 

estático y cinemático cuando 𝑁𝑆 = 0y 𝑚 = 0, lo que conduce a un número 

medio de coordinación o valencia nodal 𝑧igual al valor crítico 𝑧𝑐 ≈ 2𝑑bajo 

condiciones de frontera abiertas o periódicas.    

Descomposición en valores singulares y espacios 

vectoriales 

La caracterización completa del comportamiento cinemático y 

estático de un ensamblaje articulado se obtiene mediante la 

descomposición en valores singulares (SVD) de la matriz de equilibrio 

𝐻 , de acuerdo con el marco teórico consolidado por Pellegrino y 

Calladine. La matriz 𝐻 se factoriza en la forma (Alessandrini et al., 

2021):    
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𝐻 = 𝑈Σ𝑉𝑇 

donde 𝑈 ∈ ℝ𝑑𝑁×𝑑𝑁y 𝑉 ∈ ℝ𝑁𝐵×𝑁𝐵son matrices ortogonales cuya estructura 

define bases orquestadas para los espacios nodales y de barras, 

respectivamente, mientras que Σ ∈ ℝ𝑑𝑁×𝑁𝐵 contiene los valores 

singulares 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟 > 0, con 𝑟 = rango(𝐻) (véase la tabla 4).    

Tabla 4: Subespacio matricial ortogonal 

Subespacio 

Fundamental 

Matricial 

Definición 

Matemática 

Dimensión Significado Estructural y 

Mecánico 

Núcleo de 𝐻 Null(𝐻)
= {𝐭 ∈ ℝ𝑁𝐵 ∣ 𝐻𝐭
= 𝟎} 

𝑠 = 𝑁𝐵 − 𝑟 Estados de autoesfuerzo 

autosostenidos (𝑁𝑆) en ausencia de 

cargas externas. 

Imagen de 𝐻 Range(𝐻)

= {𝐟 ∈ ℝ𝑑𝑁 ∣ 𝐟
= 𝐻𝐭} 

𝑟
= rango(𝐻) 

Conjunto de fuerzas nodales 

externas garantizadamente 

equilibrables. 

Núcleo de 𝐻𝑇 Null(𝐻𝑇)
= {𝐮 ∈ ℝ𝑑𝑁 ∣ 𝐻𝑇𝐮
= 𝟎} 

𝑚′ = 𝑑𝑁 − 𝑟 Mecanismos de deformación 

inextensional (𝑁0 ) y movimientos 

rígidos. 

Imagen de 𝐻𝑇 Range(𝐻𝑇)
= {𝐞 ∈ ℝ𝑁𝐵 ∣ 𝐞
= 𝐻𝑇𝐮} 

𝑟
= rango(𝐻) 

Deformaciones elásticas de barras 

cinemáticamente compatibles. 

   

En una estructura isostática perfecta de rango completo, el rango 

𝑟 equivale al número total de barras 𝑁𝐵, lo que anula la dimensión del 

núcleo de 𝐻 ( 𝑠 = 0 ) y restringe la dimensión del núcleo de 

𝐻𝑇estrictamente a los desplazamientos rígidos globales (𝑚′ = 𝑓(𝑑)). La 

descomposición ortogonal permite aislar con precisión matemática si un 
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mecanismo detectado corresponde a una flexibilidad finita o 

infinitesimal, aportando una herramienta de cálculo unificada para 

resolver problemas estáticos e indeterminaciones cinemáticas sin 

recurrir a suposiciones heurísticas.    

Condicionamiento numérico e inestabilidad geométrica 

La viabilidad práctica y la estabilidad física de un sistema 

isostático no dependen únicamente del valor discreto de su rango 

matricial, sino también de la sensibilidad de la matriz de equilibrio 

𝐻frente a perturbaciones geométricas en la localización de sus nudos. 

El condicionamiento numérico de la estructura se cuantifica 

formalmente mediante el número de condición de 𝐻, el cual se expresa 

como la razón entre su valor singular máximo y su valor singular mínimo 

no nulo (Rodríguez et al., 2017):    

𝜅(𝐻) =
𝜎max(𝐻)

𝜎min(𝐻)
 

Un sistema geométricamente bien configurado presenta un 

número de condición moderado, lo que asegura que las fuerzas internas 

calculadas varíen de forma suave y proporcional frente a desviaciones 

menores en las cargas aplicadas. No obstante, cuando la disposición 

geométrica de las barras se aproxima a una alineación crítica —por 

ejemplo, cuando tres o más articulaciones se vuelven casi colineales o 

cuando múltiples barras convergentes se orientan de forma cuasi-

coplanar— el valor singular mínimo 𝜎min(𝐻)tiende asintóticamente hacia 

cero. En estas condiciones, aunque la matriz 𝐻mantenga formalmente 
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su rango pleno desde un punto de vista puramente simbólico, el sistema 

se vuelve numéricamente mal condicionado o singularmente 

inestable.    

El mal condicionamiento matricial desencadena fenómenos 

mecánicos severos que comprometen la integridad de la estructura. En 

primer lugar, se produce una amplificación extrema de las fuerzas 

internas; cargas externas de magnitud modesta aplicadas en la 

dirección del vector singular asociado a 𝜎min demandan tensiones y 

compresiones de escala 𝑂(1/𝜎min), superando con frecuencia los límites 

de fluencia o induciendo el colapso localizado.  

En segundo lugar, el sistema demuestra una extrema sensibilidad 

a las tolerancias de fabricación e imperfecciones del montaje, donde 

desviaciones milimétricas en la posición de los nudos alteran 

radicalmente la distribución interna de esfuerzos. Finalmente, la 

estructura experimenta una pérdida drástica de rigidez efectiva frente a 

ciertos patrones de carga, exhibiendo una respuesta cinemática 

excesivamente blanda que simula mecánicamente la presencia de un 

mecanismo infinitesimal no restringido.    

Estabilidad por preesfuerzo y rigidez geométrica 

En sistemas que exhiben mecanismos infinitesimales no 

restringidos de primer orden (𝑚 > 0), la rigidez elástica convencional 

resulta insuficiente para resistir perturbaciones en las direcciones de 

deformación de energía cero (véase la tabla 5). Sin embargo, la 

estructura puede recuperar la estabilidad estática mediante la 
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introducción deliberada de un estado de autoesfuerzo previa aplicación 

de cargas externas, principio fundamental que rige el comportamiento 

de las estructuras de tensegridad y los reticulados hiperestáticos 

pretensados (Agredo, 2016).    

El comportamiento elástico linealizado de un sistema articulado 

sometido a desplazamientos nodales viene gobernado por la matriz de 

rigidez tangente 𝐾𝑇 , la cual se descompone aditivamente en dos 

términos diferenciados:    

𝐾𝑇 = 𝐾𝑒 + 𝐾𝑔 

donde 𝐾𝑒es la matriz de rigidez elástica del material y 𝐾𝑔representa la 

matriz de rigidez geométrica o de esfuerzo inicial. La componente 

elástica se ensambla mediante la matriz de compatibilidad 𝐶y la matriz 

diagonal de rigideces axiales 𝑘 = diag(𝐸𝑖𝐴𝑖/𝐿𝑖)según la formulación 𝐾𝑒 =

𝐶𝑇𝑘𝐶 = 𝐻𝑘𝐻𝑇 . Dado que para cualquier modo de deformación 

infinitesimal 𝐦𝑘 ∈ Null(𝐻𝑇)se satisface 𝐶𝐦𝑘 = 𝟎, la contribución elástica 

a la energía de deformación es nula ( 𝐦𝑘
𝑇𝐾𝑒𝐦𝑘 = 0 ), dejando la 

estabilidad cinemática del mecanismo supeditada de manera exclusiva 

al término geométrico 𝐾𝑔.    

La matriz de rigidez geométrica 𝐾𝑔 ∈ ℝ𝑑𝑁×𝑑𝑁se genera a partir del 

vector de autoesfuerzo 𝐭0 ∈ Null(𝐻)o mediante la matriz de densidad de 

fuerzas Ω , adoptando la estructura tensorial 𝐾𝑔 = Ω⊗ 𝐼𝑑 , donde 

𝐼𝑑representa la matriz identidad 𝑑-dimensional.  
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Tabla 5: Estado de estabilidad, respuesta mecánica y dinámica 

Estado de 
Estabilidad 

Condición Matemática de la 
Matriz 𝐾𝑇  

Respuesta Mecánica y Dinámica 

Rigidez Elástica 
Primaria 

𝐾𝑒 es e esnide e os dida e  srese
ℝ𝑑𝑁 ∖ Null(𝐻𝑇) 

L e gssmsieí e dmo eise edgdeszeedesci e
 dieesqusedeeoess fusezseoesads. 

Estabilidad por 
Preesfuerzo 

𝐦𝑘
𝑇𝐾𝑔𝐦𝑘 > 0 ∀𝐦𝑘

∈ Null(𝐻𝑇)
∖ {𝟎} 

Ele  uiss fusezse  osei e edgdesze ese
 sguiese seesie  e ls e msc id ms e
dinidis dm ls . 

Superestabilidad 𝐾𝑔es e  smd-esnide e os dida e
glsr lmsiise ye ise esqudsese
sl  idcde e 

E i rdlde ee dicsiedcdsi le se
diesosiedsiiseeslemóeulseeseYsuige
esels eslsmsiis . 

Inestabilidad por 
Pandeo 

det(𝐾𝑇) = det(𝐾𝑒 + 𝐾𝑔)

≤ 0 
L  e fusez  e ese csmoes dóie  uose ie
ls eumre ls eeses i rdlde eeslá idc e
glsr l. 

   

De acuerdo con el teorema de Calladine y Pellegrino, la condición 

necesaria y suficiente para que un sistema sea estable por preesfuerzo 

es que exista al menos un estado de autoesfuerzo de 

tracción/compresión 𝐭0 que haga que la forma cuadrática 𝐦𝑘
𝑇𝐾𝑔𝐦𝑘 sea 

estrictamente definida positiva para todo mecanismo infinitesimal no 

nulo.    

No obstante, la elevación indiscriminada de los niveles de 

preesfuerzo introduce efectos no lineales contraintuitivos. Mientras que 

incrementar la tensión en los miembros de tracción aumenta la rigidez 

geométrica inicial, induce simultáneamente un incremento proporcional 

en las fuerzas de compresión presentes en las barras rígidas. Cuando la 
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carga axial de compresión se aproxima a los límites de estabilidad 

elástica o de pandeo euleriano de los elementos individualizados, los 

autovalores negativos introducidos por la componente de compresión 

en 𝐾𝑔 neutralizan los autovalores positivos de 𝐾𝑒 , conduciendo 

inevitablemente al colapso por pandeo crítico del ensamblaje.    

Avances topológicos y aplicaciones en metamateriales 

El estudio de la isostaticidad y el condicionamiento matricial ha 

experimentado una profunda transformación con la introducción de los 

conceptos de la topología de bandas en la ciencia de materiales y los 

metamateriales mecánicos. Los reticulados periódicos isostáticos, 

conocidos ampliamente como redes de Kane-Lubensky, constituyen 

estructuras infinitas o repetitivas donde el número medio de 

coordinación por nudo satisface exactamente la condición crítica de 

Maxwell 𝑧 = 𝑧𝑐 = 2𝑑.    

El análisis elastodinámico de estas redes se realiza transformando 

la matriz de compatibilidad al espacio de momentos mediante el 

teorema de Bloch, permitiendo obtener la matriz de compatibilidad de 

onda 𝐶(𝐤)en función del vector de onda 𝐤dentro de la zona de Brillouin. 

Cuando un reticulado isostático posee una estructura gapeada, su 

espectro de fonones presenta una brecha acústica completa a 

frecuencias no nulas, reservando los modos de energía cero únicamente 

para las translaciones globales en el centro de la zona de Brillouin (𝐤 =

𝟎). La estructura global del cristal se caracteriza mediante un invariante 

topológico no trivial denominado vector de polarización topológica 𝐑𝑇, 

expresado como:    
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𝐑𝑇 = −∑𝑛𝑖
𝑖

𝐚𝑖 

donde 𝐚𝑖son los vectores primitivos de la red cristalina y 𝑛𝑖representan 

los índices de winding topológicos calculados a partir de las fases del 

determinante de 𝐶(𝐤).    

La existencia de una polarización topológica no nula 𝐑𝑇 altera 

radicalmente la respuesta mecánica del metamaterial en sus fronteras 

físicas y discontinuidades internas. En los bordes libres de la estructura, 

la polarización topológica rompe la simetría traslacional de la rigidez, 

provocando la acumulación localizada de mecanismos cinemáticos 

flexibles (floppy modes) en una superficie específica, mientras que el 

borde opuesto queda desprovisto de mecanismos y concentra los 

estados de autoesfuerzo de frontera.    

Esta polarización adquiere una relevancia crítica en el diseño de 

interfaces y paredes de dominio. Al ensamblar dos dominios de 

metamaterial isostático caracterizados por vectores de polarización 

opuestos ( 𝐑𝑇,1 ≠ 𝐑𝑇,2 ), la pared de contacto alberga estados de 

autoesfuerzo topológicamente protegidos de forma intrínseca. Dichos 

estados canalizan y concentran las fuerzas externas aplicadas 

exclusivamente a lo largo de la línea de interfaz, desencadenando 

procesos de pandeo localizado altamente controlables cuando la carga 

supera el umbral crítico de compresión.  

Esta capacidad de guiar la deformación elástica de manera no 

local permite fabricar dispositivos de protección contra impactos, 

absorbedores de energía programables y estructuras metamateriales 
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adaptativas que conservan su funcionalidad aun en presencia de 

desorden estructural o pequeñas variaciones geométricas.    

En el campo de las estructuras desplegables y la robótica espacial, 

los fundamentos de la isostaticidad modificada se aplican en el análisis 

de sistemas de tensegridad asimétricos equipados con actuadores 

agrupados o continuos. Al integrar cables continuos que pasan a través 

de poleas o articulaciones lisas accionadas por un número reducido de 

motores, se reconfiguran las ecuaciones de equilibrio estático de los 

cables, reduciendo sustancialmente los grados de libertad de control y 

manteniendo la rigidez geométrica global mediante la preservación 

estricta de la condición definida positiva de la matriz 𝐾𝑔en el subespacio 

cinemático del sistema.    

El análisis integrado de la estabilidad y el condicionamiento de los 

sistemas isostáticos revela que la rigidez de un ensamblaje articulado 

no constituye un atributo meramente cuantitativo derivado de la 

densidad de barras, sino una propiedad algebraica y geométrica 

altamente condicionada. El empleo de criterios escalares simples como 

la regla de Maxwell resulta manifiestamente insuficiente para 

diagnosticar la viabilidad de estructuras complejas en las proximidades 

de configuraciones singulares o bajo perturbaciones nodales (Vergara, 

2023).    

La descomposición en valores singulares (SVD) de la matriz de 

equilibrio se consolida como la herramienta analítica fundamental para 

evaluar de manera unificada la estaticidad y la cinemática de cualquier 
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reticulado. El análisis sistemático de los cuatro subespacios vectoriales 

fundamentales y del número de condición 𝜅(𝐻) permite identificar no 

solo la presencia de mecanismos infinitesimales o redundancias 

estáticas, sino también prever la susceptibilidad del sistema a 

concentraciones destructivas de tensión e inestabilidades numéricas 

provocadas por pequeñas desviaciones de montaje.    

Asimismo, la introducción de preesfuerzo mediante la matriz de 

rigidez geométrica 𝐾𝑔 proporciona un mecanismo efectivo para 

estabilizar modos cinemáticos no restringidos, aunque exige un control 

riguroso de las fuerzas de compresión resultantes para no inducir el 

colapso por pandeo crítico. Finalmente, la convergencia entre la 

mecánica matricial clásica y la topología de bandas abarca una de las 

fronteras más prometedoras de la ingeniería de estructuras, 

posibilitando el desarrollo de metamateriales capaces de guiar la 

deformación, localizar estados de autoesfuerzo y ofrecer respuestas 

mecánicas programables con una robustez intrínseca ante el desorden 

geométrico.   
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Capítulo 4 

Métodos variacionales y energéticos en la 

determinación de deformaciones en sistemas 

isostáticos 

 

El análisis del comportamiento elástico de las estructuras 

isostáticas bajo la acción de cargas externas se fundamenta en los 

principios de conservación de la energía y en las leyes de la 

termodinámica de sólidos deformables. Cuando un sistema isostático se 

somete a un conjunto de fuerzas o momentos externos aplicados de 

manera estática y gradual, las fuerzas realizan un trabajo externo (𝑊𝑒𝑥𝑡) 

sobre la estructura.  

Como respuesta a este estímulo, las fibras del material 

experimentan deformaciones internas, acumulando energía en forma de 

energía elástica de deformación (𝑈). En ausencia de pérdidas disipativas 

significativas —tales como efectos térmicos no reversibles o fluencia—, 

el principio de conservación de la energía establece la equivalencia 

estricta entre el trabajo externo ejecutado y la energía interna 

almacenada (𝑊𝑒𝑥𝑡 = 𝑈). 

El trabajo externo realizado por una carga puntual 𝑃𝑖  aplicada 

gradualmente desde un valor nulo hasta su magnitud final, 

incrementando linealmente el desplazamiento 𝑑𝑖 , se expresa 

formalmente como (Pan et al., 2020; Zhang et al., 2015): 
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𝑊𝑒𝑥𝑡 =
1

2
𝑃𝑖𝑑𝑖 

Para entender la respuesta estructural completa es preciso 

diferenciar entre la energía de deformación ( 𝑈 ) y la energía 

complementaria (𝑈∗, a menudo denotada como 𝐶). Gráficamente, en un 

diagrama carga-desplazamiento, la energía de deformación 𝑈 

representa el área situada bajo la curva, calculada como la integral de 

la fuerza con respecto al desplazamiento: 

𝑈 = ∫ 𝑃
𝑑𝑖

0

 𝑑𝑑𝑖 

Por su parte, la energía complementaria 𝑈∗  representa el área 

comprendida por encima de la curva de carga-desplazamiento, limitada 

por el eje de las cargas: 

𝑈∗ = ∫ 𝑑𝑖

𝑃𝑖

0

 𝑑𝑃 

En materiales con comportamiento elástico lineal que obedecen 

la Ley de Hooke, la relación entre fuerza y deformación es estrictamente 

proporcional. Bajo esta condición cinemática y constitutiva, se cumple 

que la energía de deformación y la energía complementaria son 

numéricamente equivalentes ( 𝑈 = 𝑈∗ ). Esta identidad es la piedra 

angular que permite la aplicación intercambiable de teoremas 

energéticos basados en desplazamientos o en fuerzas. 

A nivel microscópico y seccional, la energía elástica de 

deformación acumulada dentro del volumen del sólido deformable (𝑉) 
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se calcula integrando la densidad de energía elástica 𝑢, la cual depende 

del tensor de tensiones (𝜎𝑖𝑗) y del tensor de deformaciones (𝜖𝑖𝑗): 

𝑈 = ∫ (∫ 𝜎𝑖𝑗

𝜖𝑖𝑗

0

 𝑑𝜖𝑖𝑗)
𝑉

𝑑𝑉 

En el contexto de la teoría de barras para sistemas isostáticos 

unidimensionales, como vigas, pórticos y cerchas, la integración 

tridimensional de la densidad energética se simplifica mediante la 

integración sobre la longitud de la barra (𝑥) de los esfuerzos internos 

resultantes: esfuerzo axil (𝑁), momento flector (𝑀), esfuerzo cortante (𝑉) 

y momento de torsión (𝑇) (véase la tabla 6). 

Tabla 6: Modelo diferencial e integral para estimar la energía elástica de deformación  

Solicitación 

Interna 

Expresión Diferencial de 

Energía de Deformación 

(dU) 

Formulación Integral a lo 

Largo del Elemento (U) 

Esfuerzo Axil 

(𝑁) 
𝑑𝑈𝑁 =

𝑁(𝑥)2

2𝐸𝐴(𝑥)
𝑑𝑥 𝑈𝑁 = ∫

𝑁(𝑥)2

2𝐸𝐴(𝑥)

𝐿

0

𝑑𝑥 

Momento 

Flector (𝑀) 
𝑑𝑈𝑀 =

𝑀(𝑥)2

2𝐸𝐼(𝑥)
𝑑𝑥 𝑈𝑀 = ∫

𝑀(𝑥)2

2𝐸𝐼(𝑥)

𝐿

0

𝑑𝑥 

Esfuerzo 

Cortante (𝑉) 
𝑑𝑈𝑉 =

𝛼𝑉(𝑥)2

2𝐺𝐴(𝑥)
𝑑𝑥 𝑈𝑉 = ∫

𝛼𝑉(𝑥)2

2𝐺𝐴(𝑥)

𝐿

0

𝑑𝑥 

Momento 

Torsor (𝑇) 
𝑑𝑈𝑇 =

𝑇(𝑥)2

2𝐺𝐽(𝑥)
𝑑𝑥 𝑈𝑇 = ∫

𝑇(𝑥)2

2𝐺𝐽(𝑥)

𝐿

0

𝑑𝑥 

 

En las formulaciones descritas, 𝐸  representa el módulo de 

elasticidad longitudinal, 𝐺 es el módulo de elasticidad transversal o de 
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cortante, 𝐴(𝑥) es el área de la sección transversal, 𝐼(𝑥) es el momento 

de inercia de la sección, 𝐽(𝑥) denota la constante de rigidez a la torsión, 

y 𝛼 es el factor de forma por cortante. 

Dado que la energía de deformación depende del cuadrado de los 

esfuerzos internos, el principio de superposición no puede aplicarse 

directamente a la energía total. La energía producida por la acción 

simultánea de dos sistemas de cargas no equivale a la suma algebraica 

de las energías producidas por cada sistema actuando de forma aislada, 

debido a la presencia de términos cruzados de trabajo mutuo. No 

obstante, la linealidad constitutiva sí permite superponer los esfuerzos 

internos y los desplazamientos resultantes, sobre los cuales se 

fundamentan las formulaciones variacionales. 

El principio de los trabajos virtuales y el método de la carga 

unitaria 

El Principio de los Trabajos Virtuales (PTV) constituye una de las 

herramientas más potentes y versátiles de la mecánica de sólidos 

deformables, pues no exige la existencia de una función de energía 

potencial estricta y es aplicable tanto a análisis lineales como a 

configuraciones no lineales. Para la determinación de desplazamientos 

y giros en sistemas isostáticos, el PTV se operacionaliza mediante el 

denominado Método de la Carga Unitaria o sistema de fuerzas virtuales 

(Chowdhury y Summerscales, 2024). 
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El fundamento conceptual del PTV para el cálculo de deformaciones 

se basa en la imposición de dos estados completamente independientes 

pero compatibles entre sí (Wang et al., 2021): 

• Estado Real (Sistema de Deformación): Representa la estructura 

isostática real sometida al sistema de cargas externas reales, 

variaciones térmicas o asentamientos, de donde se derivan las 

deformaciones reales del material (𝜖, 𝛾, 𝜒) y los desplazamientos 

reales (Δ, 𝜃). 

• Estado Virtual (Sistema de Fuerzas): Consiste en la misma 

estructura isostática en equilibrio, pero despojada de las cargas 

reales y sometida exclusivamente a una carga virtual unitaria sin 

dimensión (𝑃∗ = 1) aplicada en el nudo o sección transversal en la 

que se desea determinar el desplazamiento, y actuando en la 

dirección específica de dicho desplazamiento. Si se busca calcular 

un giro angular (𝜃), la acción virtual corresponde a un momento 

par unitario virtual (𝑀∗ = 1). 

Al aplicar el principio de conservación del trabajo virtual, el 

trabajo virtual externo realizado por la carga unitaria sobre el 

desplazamiento real (𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡
∗ ) se iguala al trabajo virtual interno realizado 

por las fuerzas internas virtuales sobre las deformaciones reales del 

material (𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡
∗ ): 

𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡
∗ = 𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡

∗  
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1 ⋅ Δ = ∫ 𝑁̅
𝐿

0

(𝑥) ⋅ 𝜖𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑥) 𝑑𝑥 +∫ 𝑀̅
𝐿

0

(𝑥) ⋅ 𝜒𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑥) 𝑑𝑥 + ∫ 𝑉̅
𝐿

0

(𝑥) ⋅ 𝛾𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑥) 𝑑𝑥

+ ∫ 𝑇̅
𝐿

0

(𝑥) ⋅ 𝜙𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑥) 𝑑𝑥 

Donde 𝑁̅(𝑥), 𝑀̅(𝑥), 𝑉̅(𝑥) y 𝑇̅(𝑥) representan las leyes de esfuerzos 

internos generadas únicamente por la carga o momento unitario virtual, 

mientras que las deformaciones reales se expresan en función de las 

cargas reales y la rigidez de la estructura: 

𝜖𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑥) =
𝑁(𝑥)

𝐸𝐴
,  𝜒𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑥) =

𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
,  𝛾𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑥) =

𝛼𝑉(𝑥)

𝐺𝐴
,  𝜙𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑥) =

𝑇(𝑥)

𝐺𝐽
 

Sustituyendo estas relaciones constitutivas en la formulación del 

trabajo virtual, se obtiene la Ecuación General de Deformación por Carga 

Unitaria para vigas y pórticos isostáticos: 

Δ = ∫
𝑁(𝑥)𝑁̅(𝑥)

𝐸𝐴

𝐿

0

𝑑𝑥 + ∫
𝑀(𝑥)𝑀̅(𝑥)

𝐸𝐼

𝐿

0

𝑑𝑥 + ∫
𝛼𝑉(𝑥)𝑉̅(𝑥)

𝐺𝐴

𝐿

0

𝑑𝑥 + ∫
𝑇(𝑥)𝑇̅(𝑥)

𝐺𝐽

𝐿

0

𝑑𝑥 

En el caso específico de cerchas o armaduras articuladas 

isostáticas, donde los elementos estructurales solo experimentan 

esfuerzos axiales puros y sus secciones transversales permanecen 

constantes a lo largo de cada barra, la integral se reduce a una suma 

discreta sobre el total de barras (𝑛) de la estructura: 

Δ =∑
𝑁𝑖𝑁̅𝑖𝐿𝑖
𝐸𝑖𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

 

Una ventaja determinante del PTV frente a métodos geométricos 

directos estriba en su capacidad para abordar efectos no mecánicos 
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como gradientes térmicos, errores de fabricación e imperfecciones 

geométricas iniciales. 

Cuando una barra experimenta una variación térmica homogénea 

(Δ𝑇 ), su deformación longitudinal real viene dada por 𝜖𝑡𝑒𝑚𝑝 = 𝛼𝑡ℎΔ𝑇 , 

donde 𝛼𝑡ℎ es el coeficiente de dilatación térmica. Si además existe un 

gradiente térmico lineal entre la fibra superior e inferior de una viga 

( Δ𝑇𝑔𝑟𝑎𝑑 = 𝑇𝑖𝑛𝑓 − 𝑇𝑠𝑢𝑝 ), se induce una curvatura real 𝜒𝑡𝑒𝑚𝑝 =
𝛼𝑡ℎΔ𝑇𝑔𝑟𝑎𝑑

ℎ
 , 

donde ℎ es el canto de la sección. Del mismo modo, si una barra de una 

cercha presenta una imperfección longitudinal de fabricación (Δ𝐿0), esta 

actúa directamente como una deformación impuesta. 

La ecuación del trabajo virtual que integra estos efectos en un 

sistema isostático adopta la siguiente forma ampliada: 

Δ =∑𝑁̅𝑖

𝑛

𝑖=1

(
𝑁𝑖𝐿𝑖
𝐸𝑖𝐴𝑖

+ 𝛼𝑡ℎΔ𝑇𝑖𝐿𝑖 + Δ𝐿0,𝑖) + ∫ 𝑀̅
𝐿

0

(𝑥) (
𝑀(𝑥)

𝐸𝐼
+
𝛼𝑡ℎΔ𝑇𝑔𝑟𝑎𝑑

ℎ
)𝑑𝑥 

Puesto que los sistemas isostáticos no poseen restrinjencias 

redundantes, los cambios térmicos uniformes y los errores de 

fabricación no generan esfuerzos internos adicionales (𝑁 = 0, 𝑀 = 0). Sin 

embargo, producen deformaciones geométricas puras que el PTV evalúa 

mediante la proyección de dichos desplazamientos reales sobre la red 

de esfuerzos internos virtuales (𝑁̅, 𝑀̅) dictados por la geometría estática 

de la estructura. 

Principios variacionales y teoremas de Castigliano 

Los métodos variacionales formalizan la búsqueda de 

configuraciones de equilibrio a través de la minimización o 
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estacionariedad de funcionales energéticos. El Principio de la Energía 

Potencial Total ( Π = 𝑈 −𝑊𝑒𝑥𝑡 ) establece que, de todas las 

configuraciones cinemáticamente admisibles que un sólido deformable 

puede tomar, la configuración que satisface el equilibrio estático es 

aquella que minimiza el funcional de energía potencial total. 

A partir del desarrollo del cálculo variacional aplicado a 

estructuras elásticas, el ingeniero italiano Alberto Castigliano postuló 

dos teoremas fundamentales que relacionan las derivadas parciales de 

las funciones de energía con las fuerzas externas y los desplazamientos. 

Primer teorema de Castigliano 

Establece que si la energía elástica de deformación de una 

estructura elástica se expresa en función de los desplazamientos 

nodales 𝑑𝑖, la derivada parcial de la función de energía de deformación 

con respecto a un desplazamiento determinado 𝑑𝑘 es igual a la fuerza 

externa 𝑃𝑘  actuante en ese punto y en la dirección de dicho 

desplazamiento: 

𝜕𝑈(𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛)

𝜕𝑑𝑘
= 𝑃𝑘 

Análogamente, la derivada parcial con respecto a una rotación 

angular 𝜃𝑘 produce el momento flector o par aplicado en dicho punto: 

𝜕𝑈

𝜕𝜃𝑘
= 𝑀𝑘 

El Primer Teorema es de carácter general y resulta aplicable tanto 

a sistemas elásticos lineales como a sistemas elásticos no lineales. Su 
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uso se orienta primariamente a la formulación de ecuaciones de rigidez 

en el método de los elementos finitos y en el análisis de sistemas no 

lineales, siendo menos directo para hallar desplazamientos puntuales 

en estructuras isostáticas calculadas manualmente. 

Segundo teorema de Castigliano 

El Segundo Teorema de Castigliano postula que si la energía 

complementaria de deformación de una estructura elástica se expresa 

en función de las fuerzas aplicadas 𝑃𝑖, la derivada parcial de la energía 

complementaria respecto a una fuerza puntual externa 𝑃𝑘  es igual al 

desplazamiento 𝑑𝑘  del punto de aplicación de dicha fuerza en la 

dirección de su línea de acción: 

𝜕𝑈∗

𝜕𝑃𝑘
= 𝑑𝑘 

Para el caso particular de materiales con respuesta elástico-lineal, 

donde la energía de deformación es idéntica a la energía 

complementaria (𝑈 = 𝑈∗ ), el teorema permite reemplazar la energía 

complementaria por la energía elástica convencional: 

𝜕𝑈(𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑛)

𝜕𝑃𝑘
= 𝑑𝑘 

Sustituyendo la integral de energía de deformación por flexión en 

la formulación del Segundo Teorema, y aplicando la regla de la cadena 

para la derivación bajo el signo integral, se obtiene: 

𝑑𝑘 =
𝜕

𝜕𝑃𝑘
(∫

𝑀(𝑥)2

2𝐸𝐼

𝐿

0

𝑑𝑥) = ∫
𝑀(𝑥)

𝐸𝐼

𝐿

0

(
𝜕𝑀(𝑥)

𝜕𝑃𝑘
)𝑑𝑥 
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Equivalencia formal entre Castigliano II y el principio de los 

trabajos virtuales 

La relación matemática entre el Segundo Teorema de Castigliano 

y el Método de la Carga Unitaria muestra una coincidencia de fondo. Al 

diferenciar el momento flector total 𝑀(𝑥) producido por un conjunto de 

cargas reales con respecto a una fuerza específica 𝑃𝑘 , el término 

analítico resultante corresponde exactamente a la ley de momentos 

flectores generada por una carga unitaria aplicada en la posición de 𝑃𝑘: 

𝜕𝑀(𝑥)

𝜕𝑃𝑘
= 𝑀̅(𝑥) 

Por consiguiente, ambas expresiones convergen analíticamente 

en la integral ∫
𝑀(𝑥)𝑀̅(𝑥)

𝐸𝐼
𝑑𝑥. La diferencia radica en el procedimiento de 

cálculo: mientras que el PTV requiere plantear dos sistemas estáticos 

independientes (real y virtual), el Segundo Teorema de Castigliano opera 

derivando algebraicamente la función parametrizada del momento 

flector con respecto a las magnitudes de carga actora. 

Técnica de cargas ficticias o modales 

El Segundo Teorema de Castigliano exige la presencia de una 

fuerza o momento concentrado real en la posición exacta y en la 

dirección del desplazamiento o giro que se desea calcular. Para evaluar 

desplazamientos en secciones no cargadas o determinar giros en puntos 

intermedios, se aplica la técnica de la carga ficticia o auxiliar. 

Este procedimiento consiste en introducir una carga puntual 

ficticia 𝑃0  (o un momento ficticio 𝑀0 ) en la posición y dirección del 
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desplazamiento de interés. Posteriormente, se determinan las leyes de 

esfuerzos internos 𝑀(𝑥, 𝑃0)  incorporando la variable 𝑃0  en las 

ecuaciones de equilibrio, y se evalúa la derivada parcial de dichas leyes 

respecto a la variable auxiliar (
𝜕𝑀

𝜕𝑃0
). Finalmente, se ejecuta la integración 

sustituyendo 𝑃0 = 0  inmediatamente después de operar la 

diferenciación algebraicamente, anulando el impacto de la carga ficticia 

sobre el estado de tensiones reales: 

𝑑𝑘 = lim
𝑃0→0

∫
𝑀(𝑥, 𝑃0)

𝐸𝐼

𝐿

0

(
𝜕𝑀(𝑥, 𝑃0)

𝜕𝑃0
)𝑑𝑥 

Esta metodología resulta equivalente en rigor al método de la 

carga unitaria pero mantiene una representación matemática continua 

mediante derivadas parciales. 

Influencia de la deformación por cortante y factores de 

forma 

En la teoría clásica de vigas de Euler-Bernoulli, se asume la 

hipótesis cinemática de que las secciones transversales originalmente 

planas y perpendiculares al eje neutro permanecen planas y 

perpendiculares a dicho eje tras la deformación. Esta simplificación 

ignora la distorsión angular provocada por las tensiones tangenciales 

de cortante (𝛾𝑥𝑧 = 0). No obstante, en la teoría avanzada de vigas de 

Timoshenko, la distorsión por cortante se incorpora explícitamente, 

separando la pendiente total de la deformada (
𝑑𝑣

𝑑𝑥
) en dos componentes: 

la rotación de la sección por flexión pura (𝜃) y la distorsión angular por 

cortante (𝛾) (David et al., 2020): 
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𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝜃(𝑥) + 𝛾(𝑥) 

Puesto que las tensiones tangenciales (𝜏𝑥𝑧 ) no se distribuyen 

uniformemente sobre el área de la sección transversal —variando de 

acuerdo con la fórmula de Collignon-Jourawski 𝜏(𝑦) =
𝑉𝑄(𝑦)

𝐼𝑏(𝑦)
 —, la fibra 

neutra y las fibras extremas experimentan distintos niveles de 

deformación por cortante. Para corregir esta disparidad al calcular la 

energía de deformación interna mediante una formulación 

unidimensional, se introduce el factor de forma por cortante ( 𝛼 ), 

también denominado coeficiente de corrección por cortante o factor de 

distorsión: 

𝛼 =
𝐴

𝐼2
∫
𝑄(𝑦)2

𝑏(𝑦)2𝐴

𝑑𝐴 

Donde 𝐴  es el área total de la sección transversal, 𝐼  es el 

momento de inercia centroidal, 𝑄(𝑦) es el primer momento de área de 

la sección cortada por encima del nivel 𝑦, y 𝑏(𝑦) es el ancho de la sección 

transversal en dicha posición. 

La integración de este factor en la formulación variacional permite 

expresar la energía de deformación por cortante como 𝑈𝑉 = ∫
𝛼𝑉(𝑥)2

2𝐺𝐴

𝐿

0
𝑑𝑥. 

En secciones rectangulares macizas, las tensiones cortantes 

siguen una distribución parabólica simétrica a lo largo del canto. El 

esfuerzo alcanza un valor nulo en las fibras extremas superior e inferior, 

mientras que en la fibra neutra centroidal registra su valor máximo, 

equivalente a 1.5 veces el esfuerzo cortante promedio (𝜏𝑚𝑎𝑥 = 1.5 𝑉/𝐴). 
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Al integrar la distribución parabólica del primer momento de área en la 

fórmula del factor de forma, se obtiene exactamente 𝛼 = 1.2. 

En secciones circulares macizas, las tensiones tangenciales 

presentan una distribución parabólica modificada con un esfuerzo 

máximo en el centroide de 1.33  veces el valor medio (𝜏𝑚𝑎𝑥 =
4

3
 𝑉/𝐴 ), 

arrojando un factor de corrección de 𝛼 = 1.11  (véase la tabla 7). En 

perfiles laminados en I o H (como los perfiles IPE o HEB), el esfuerzo 

cortante es absorbido casi en su totalidad por el alma, por lo que el 

factor de forma se aproxima por la relación entre el área total de la 

sección y el área efectiva del alma (Manoli et al., 2022). 

Tabla 7: Impacto de la deformación por tensión cortante y los factores de forma 

Geometría de la 

Sección 

Transversal 

Relación de 

Tensión Cortante 

Máxima (τmax

/τprom) 

Factor de 

Forma por 

Cortante (α) 

Área Efectiva 

de Cortante 

(Av=A/α) 

Rectangular 

Maciza 
1.50 (3/2) 1.20 (6/5) 0.833 𝐴 

Circular Maciza 1.33 (4/3) 1.11 (10/9) 0.900 𝐴 

Tubo Circular de 

Pared Delgada 
2.00 2.00 0.500 𝐴 

Perfil I (IPE / 

HEB) - Flexión Eje 

Mayor 

≈
𝐴

𝐴𝑎𝑙𝑚𝑎

 
𝛼 ≈

𝐴

𝐴𝑎𝑙𝑚𝑎

∈ [2.0,4.5] 
𝐴𝑎𝑙𝑚𝑎 = ℎ𝑤 ⋅ 𝑡𝑤 
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La importancia relativa de la deformación por cortante respecto a 

la flexión depende de la esbeltez del elemento. Para una viga 

simplemente apoyada con una carga puntual central 𝑃 , longitud 𝐿 , 

sección rectangular de canto ℎ  y módulo de Poisson 𝜈 = 0.3 , la razón 

entre la deflexión por cortante y la deflexión por flexión viene dada por: 

Δ𝑐𝑜𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒
Δ𝑓𝑙𝑒𝑥𝑖𝑜𝑛

= 12𝛼 (
𝐸

𝐺
) (
ℎ

𝐿
)
2

≈ 38.4 (
ℎ

𝐿
)
2

 

Esta relación matemática evidencia el impacto de la geometría: 

• Vigas Esbeltas (𝐿/ℎ > 10): La deflexión por cortante representa 

menos del 0.38% de la deformación total por flexión, validando la 

omisión del término de cortante según la hipótesis de Euler-

Bernoulli. 

• Vigas de Gran Canto (𝐿/ℎ < 5 ): La deformación por cortante 

supera el 15% de la flexión, pudiendo ser dominante en vigas muy 

cortas (𝐿/ℎ ≤ 2). En estas condiciones, las integrales energéticas 

deben incluir el término de cortante con su correspondiente factor 

de forma para no subestimar la deformación real. 

Simplificación del cálculo mediante integración gráfica: La 

Regla de Vereschaguin 

La determinación de desplazamientos mediante el Principio de los 

Trabajos Virtuales requiere evaluar integrales del producto de dos 

funciones de esfuerzo a lo largo de la estructura: la función de 

momentos reales 𝑀(𝑥)  y la función de momentos virtuales 𝑀̅(𝑥) 

(Manglik, 2013): 
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𝐼 = ∫ 𝑀
𝐿

0

(𝑥)𝑀̅(𝑥) 𝑑𝑥 

En sistemas isostáticos, las fuerzas concentradas y distribuidas 

producen diagramas de momentos reales descritos por funciones 

polinómicas de grado 0,1 o 2. Puesto que el sistema virtual está cargado 

únicamente por una fuerza o momento unitario concentrado, el 

diagrama de momentos virtuales 𝑀̅(𝑥) es lineal (polinomio de primer 

grado 𝑔(𝑥) = 𝑚𝑥 + 𝑏) dentro de cada tramo. 

Demostración analítica del Teorema de Vereschaguin 

Considérese la integral del producto de una función 𝑓(𝑥) 

(diagrama de momentos reales) y una función lineal 𝑔(𝑥) = 𝑚𝑥 + 𝑏 

(diagrama de momentos virtuales) en el intervalo 𝑥 ∈ [0, 𝐿]  (Manglik, 

2013): 

𝐼 = ∫ 𝑓
𝐿

0

(𝑥) ⋅ (𝑚𝑥 + 𝑏) 𝑑𝑥 = 𝑚∫ 𝑥
𝐿

0

⋅ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑏∫ 𝑓
𝐿

0

(𝑥) 𝑑𝑥 

Por definición geométrica, la integral ∫ 𝑓
𝐿

0
(𝑥)𝑑𝑥 representa el área 

total (Ω) del diagrama 𝑓(𝑥): 

Ω = ∫ 𝑓
𝐿

0

(𝑥) 𝑑𝑥 

Asimismo, la posición del centro de gravedad (𝑥𝐶) del diagrama 

𝑓(𝑥) se define mediante su momento estático de primer orden: 

𝑥𝐶 =
∫ 𝑥
𝐿

0
⋅ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

Ω
⟹ ∫ 𝑥

𝐿

0

⋅ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = Ω ⋅ 𝑥𝐶 
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Sustituyendo estas relaciones geométricas en la expresión de la 

integral, se obtiene: 

𝐼 = 𝑚(Ω ⋅ 𝑥𝐶) + 𝑏 ⋅ Ω = Ω ⋅ (𝑚 ⋅ 𝑥𝐶 + 𝑏) 

El término (𝑚 ⋅ 𝑥𝐶 + 𝑏)  corresponde a la función lineal 𝑔(𝑥) 

evaluada exactamente en la posición del centro de gravedad 𝑥𝐶  del 

primer diagrama. Denotando esta ordenada virtual como 𝑦̅𝐶 = 𝑔(𝑥𝐶), la 

Regla de Vereschaguin se formula como: 

∫ 𝑀
𝐿

0

(𝑥)𝑀̅(𝑥) 𝑑𝑥 = Ω𝑀 ⋅ 𝑦̅𝐶 

Esta formulación establece que la integral del producto de dos 

diagramas, siendo al menos uno lineal, es igual al área del primer 

diagrama (Ω𝑀) multiplicada por la ordenada del diagrama lineal (𝑦̅𝐶) 

medida en la vertical que pasa por el centro de gravedad del primer 

diagrama. 

Requisitos y condiciones formales de aplicabilidad 

Para aplicar la Regla de Vereschaguin, deben cumplirse las 

siguientes condiciones: 

• La rigidez a la flexión (𝐸𝐼 ) debe ser constante en el tramo de 

integración. Si varía, el tramo debe subdividirse en segmentos de 

rigidez uniforme. 

• Al menos uno de los dos diagramas integrados debe ser 

estrictamente lineal en el tramo analizado. 
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• El diagrama cuyo centro de gravedad se evalúa debe ser continuo. 

Si presenta cambios de signo o discontinuidades, se fracciona en 

figuras geométricas elementales (rectángulos, triángulos, 

parábolas) (véase la tabla 8). 

Tabla 8: Aplicación de la regla de Vereschaguin 

Geometría 

del 

Diagrama 

Real M(x) 

Geometría 

del Diagrama 

Virtual Mˉ(x) 

Área del 

Diagrama 

Real (ΩM) 

Ubicación 

Centroidal 

(xC desde 

origen) 

Valor de la 

Integral 

(∫EIMMˉdx) 

Rectángulo 

(base 𝐿 , 

altura 𝑀) 

Rectángulo 

(base 𝐿 , 

altura 𝑀̅) 

𝑀 ⋅ 𝐿 𝐿/2 
1

𝐸𝐼
𝑀𝑀̅𝐿 

Rectángulo 

(base 𝐿 , 

altura 𝑀) 

Triángulo 

(base 𝐿 , 

altura máx 𝑀̅) 

𝑀 ⋅ 𝐿 𝐿/2 
1

2𝐸𝐼
𝑀𝑀̅𝐿 

Triángulo 

(base 𝐿 , 

altura máx 

𝑀) 

Triángulo 

(vértices 

alineados) 

1

2
𝑀 ⋅ 𝐿 

2

3
𝐿 

1

3𝐸𝐼
𝑀𝑀̅𝐿 

Triángulo 

(base 𝐿 , 

altura máx 

𝑀) 

Triángulo 

(vértices 

opuestos) 

1

2
𝑀 ⋅ 𝐿 

2

3
𝐿 

1

6𝐸𝐼
𝑀𝑀̅𝐿 

Parábola de 

2º Grado 

(Carga C. D.) 

Rectángulo 

(base 𝐿 , 

altura 𝑀̅) 

2

3
𝑀𝑚á𝑥 ⋅ 𝐿 𝐿/2 

2

3𝐸𝐼
𝑀𝑚á𝑥𝑀̅𝐿 

Parábola de 

2º Grado 

(Carga C. D.) 

Triángulo 

(base 𝐿 , 

altura máx 𝑀̅) 

2

3
𝑀𝑚á𝑥 ⋅ 𝐿 𝐿/2 

1

3𝐸𝐼
𝑀𝑚á𝑥𝑀̅𝐿 
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Análisis comparativo de métodos energéticos y 

variacionales 

La elección del método de cálculo para evaluar deformaciones en 

estructuras isostáticas depende de la tipología estructural (vigas, 

cerchas, pórticos), del tipo de solicitación aplicada y de si se requiere 

una función matemática continua de la deformada o el desplazamiento 

puntual en una sección específica (véase la tabla 9). 

Tabla 9: Análisis comparativo de métodos energéticos y variacionales 

Criterio de 

Comparació

n 

Principio 

de los 

Trabajos 

Virtuales 

(PTV) 

Segundo 

Teorema de 

Castigliano 

Regla de 

Vereschagui

n 

Métodos 

Geométricos 

Directos 

(Doble 

Integración) 

Fundamento 

Mecánico 

Variacional 

/ Equilibrio 

estático y 

compatibili

dad 

cinemática. 

Variacional / 

Derivada de 

la energía 

complement

aria elástica. 

Integración 

gráfica del 

PTV basada 

en 

propiedades 

geométricas. 

Integración 

diferencial 

directa de la 

ecuación de 

Euler-

Bernoulli. 

Campo de 

Aplicación 

Principal 

Cerchas, 

pórticos 

complejos y 

vigas bajo 

cargas 

arbitrarias. 

Vigas, arcos 

y pórticos 

con cargas 

puntuales 

parametriza

das. 

Vigas e 

hiperestática

s resueltas 

mediante el 

método de la 

fuerza. 

Vigas 

sencillas con 

pocas 

discontinuida

des de carga 

o sección. 

Manejo de 

Cambios 

Térmicos e 

Directo: 

Incorpora 

deformacio

nes 

Complejo: 

Exige 

expresar la 

energía 

Moderado: 

Requiere 

transformar 

la curvatura 

Laborioso: 

Modifica la 

ecuación 

diferencial 
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Criterio de 

Comparació

n 

Principio 

de los 

Trabajos 

Virtuales 

(PTV) 

Segundo 

Teorema de 

Castigliano 

Regla de 

Vereschagui

n 

Métodos 

Geométricos 

Directos 

(Doble 

Integración) 

Imperfeccio

nes 

impuestas 

directamen

te en el 

trabajo 

interno. 

elástica en 

función de 

potenciales 

térmicos. 

térmica en 

momentos 

equivalentes. 

imponiendo 

condiciones 

de borde 

adicionales. 

Determinaci

ón de 

Deformadas 

Continuas 

Ineficiente 

(requiere 

aplicar una 

carga 

unitaria 

para cada 

punto). 

Ineficiente 

(exige 

parametrizar 

la fuerza 

ficticia como 

variable de 

posición). 

Ineficiente 

(diseñado 

para 

desplazamie

ntos 

discretos). 

Directo: 

Obtiene la 

ecuación 

algebraica 

continua 

𝑣(𝑥). 

Complejidad 

Algebraica 

Media 

(resolución 

de 

integrales 

definidas 

simples). 

Media-Alta 

(derivación 

parcial bajo 

el signo 

integral). 

Baja: 

Reemplaza la 

integración 

por 

productos de 

áreas y 

ordenadas. 

Alta 

(resolución 

de 

constantes 

de 

integración 

en múltiples 

tramos). 

 

Este cuadro comparativo refleja la complementariedad operativa 

de los métodos. Para la formulación computacional y el desarrollo del 

método de elementos finitos, las aproximaciones variacionales 

(Castigliano I y Trabajo Virtual) resultan superiores debido a su 

integración con el álgebra matricial. En contraste, para el cálculo 

manual de estados límite de servicio (flechas y giros) en la práctica del 
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diseño estructural, el Principio de los Trabajos Virtuales combinado con 

la Regla de Vereschaguin proporciona el método más expedito y menos 

propenso a errores de integración matemática (Luévanos 2013). 

El análisis de los métodos variacionales y energéticos aplicados a 

estructuras isostáticas conduce a las siguientes conclusiones analíticas: 

Los métodos variacionales proporcionan un marco conceptual unificado 

para el análisis de deformaciones provocadas por cargas mecánicas, 

gradientes térmicos y errores de fabricación. La energía elástica de 

deformación actúa como la función funcional generatriz de la cual 

derivan tanto las condiciones de equilibrio estático como las relaciones 

de compatibilidad cinemática. 

Existe una equivalencia matemática directa entre el Segundo 

Teorema de Castigliano y el Método de la Carga Unitaria. La derivada 

parcial del momento flector respecto a una carga (
𝜕𝑀

𝜕𝑃𝑖
) es idéntica a la 

distribución de momentos virtuales ( 𝑀̅ ), confirmando que ambas 

formulaciones representan expresiones alternativas del mismo principio 

energético en el régimen elástico lineal. 

La Regla de Vereschaguin simplifica el cálculo analítico al 

transformar integrales de productos de funciones en multiplicaciones 

de áreas de momentos reales por ordenadas virtuales evaluadas en la 

posición de sus centroides (Ω𝑀 ⋅ 𝑦̅𝐶). Esta metodología constituye una 

herramienta eficiente para el cálculo manual de deformaciones y sienta 

las bases para la resolución de sistemas hiperestáticos mediante el 

método de las flexibilidades (Manglik, 2013). 
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Por último, el dominio de los principios variacionales y energéticos 

permite comprender la rigidez global de las estructuras y fundamenta 

los algoritmos utilizados por los programas modernos de análisis 

estructural por elementos finitos. 
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Capítulo 5 

Formulación matricial y vectorial del equilibrio en 

sistemas discretos 

 

El análisis del equilibrio en sistemas discretos constituye una de 

las columnas vertebrales de la mecánica computacional y la ingeniería 

estructural moderna. A diferencia de los medios continuos, cuya 

respuesta mecánica se rige por ecuaciones diferenciales parciales 

definidas sobre un dominio infinito-dimensional, los sistemas discretos 

—tales como armaduras articuladas, redes de cables, reticulados 

espaciales y estructuras tensegríticas— reducen el comportamiento 

global a un número finito de grados de libertad nodales mediante la 

concentración de masas, fuerzas y rigideces en elementos 

discretizados.    

La formulación del equilibrio en estos sistemas puede abordarse 

desde dos esquemas conceptuales complementarios: el enfoque 

vectorial clásico, basado en el balance de fuerzas y momentos según las 

leyes de Newton-Euler, y la formulación matricial algebraico-lineal, que 

unifica el equilibrio, la compatibilidad cinemática y las relaciones 

constitutivas. La integración de ambos métodos mediante el Principio de 

los Trabajos Virtuales revela una dualidad matemática profunda entre 

la matriz de equilibrio y la matriz de compatibilidad cinemática, 

estableciendo la base para la resolución sistemática de problemas 

estática e hiperestáticamente indeterminados (Yilmaz, 2026).    
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Introducción y discretización de sistemas estructurales 

La discretización de un sistema mecánico implica la reducción de 

un problema continuo a una representación algebraica equivalente en 

un número finito de puntos coordenados denominados nodos. En una 

estructura discreta compuesta por 𝑏elementos barras unidas en 𝐽nodos 

en un espacio de dimensión 𝑑(𝑑 ∈ {2,3}), el comportamiento geométrico 

global del sistema queda gobernado por el vector de desplazamientos 

nodales 𝑑 ∈ ℝ𝑛, donde 𝑛 = 𝑑 ⋅ 𝐽 − 𝑘representa el número total de grados 

de libertad no restringidos y 𝑘corresponde al número de restricciones 

cinemáticas impuestas por la cimentación o apoyos.    

El balance estático en cada nodo del sistema exige que la suma 

vectorial de las fuerzas internas ejercidas por los elementos 

concurrentes y las fuerzas externas aplicadas sea idénticamente nula. 

Para un nodo genérico 𝑖, la ecuación vectorial de equilibrio estático se 

representa como:    

 

∑ 𝑡𝑖𝑗
𝑗∈𝒩𝑖

+ 𝑓𝑖 = 0⃗⃗ 

donde 𝑡𝑖𝑗 es el vector de fuerza interna ejercido por el elemento que 

conecta el nodo 𝑖 con el nodo 𝑗 , 𝒩𝑖 representa el conjunto de nodos 

adyacentes al nodo 𝑖 , y 𝑓𝑖 ∈ ℝ𝑑 es el vector de carga externa aplicada 

directamente en dicho nodo.    

Cuando los elementos estructurales corresponden a barras 

articuladas, capaces de responder únicamente a solicitaciones axiales 
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de tracción o compresión, la fuerza interna 𝑡𝑖𝑗 se descompone en el 

producto de la magnitud de su tensión escalar 𝑡𝑒 y el vector unitario 

director 𝑒̂𝑖𝑗orientado a lo largo del eje geométrico del elemento 𝑒:    

 

𝑡𝑖𝑗 = 𝑡𝑒 ⋅ 𝑒̂𝑖𝑗 = 𝑡𝑒 ⋅
𝑞⃗𝑗 − 𝑞⃗𝑖

‖𝑞⃗𝑗 − 𝑞⃗𝑖‖
 

siendo 𝑞⃗𝑖 , 𝑞⃗𝑗 ∈ ℝ𝑑los vectores de posición espacial de los nodos 𝑖y 𝑗en la 

configuración no deformada. Esta expresión vectorial local es la base 

para la construcción global de los operadores algebraicos del sistema.    

Dualidad cinemática-estática y el principio de los trabajos 

virtuales 

Al ensamblar escalarmente las ecuaciones vectoriales de 

equilibrio para la totalidad de los 𝑛grados de libertad del sistema, se 

obtiene un sistema lineal de ecuaciones algebraicas que relaciona las 

fuerzas internas de los 𝑏elementos con el vector de fuerzas externas 

aplicadas (Garcés et al., 2002):    

𝐴𝑡 = 𝑓 

donde 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑏 es la matriz de equilibrio del sistema discreto, 𝑡 =

[𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑏]
𝑇 ∈ ℝ𝑏es el vector de solicitaciones internas de los elementos, 

y 𝑓 = [𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛]
𝑇 ∈ ℝ𝑛representa el vector global de cargas nodales.    

La matriz de equilibrio 𝐴es un operador puramente geométrico 

cuyos componentes dependen de los cosenos directores de la 

orientación de los elementos en el espacio. Simultáneamente, el 
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comportamiento cinemático del sistema discretizado describe cómo los 

desplazamientos nodales 𝑑 ∈ ℝ𝑛 producen elongaciones o 

deformaciones en los elementos, compiladas en el vector de 

deformaciones 𝑒 = [𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑏]
𝑇 ∈ ℝ𝑏 . La relación de compatibilidad 

cinemática se expresa linealmente como:    

𝑒 = 𝐵𝑑 

donde 𝐵 ∈ ℝ𝑏×𝑛 representa la matriz de compatibilidad cinemática del 

sistema.    

La relación entre la matriz de equilibrio 𝐴 y la matriz de 

compatibilidad cinemática 𝐵está acoplada a través del Principio de los 

Trabajos Virtuales. Considerando un estado de desplazamientos nodales 

virtuales 𝛿𝑑 ∈ ℝ𝑛 compatible con las restricciones del sistema, las 

deformaciones virtuales inducidas en los elementos corresponden a 

𝛿𝑒 = 𝐵𝛿𝑑.    

El trabajo virtual externo 𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡realizado por las fuerzas nodales 

aplicadas 𝑓 a lo largo de los desplazamientos virtuales 𝛿𝑑 se expresa 

como: 

𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡 = 𝛿𝑑𝑇𝑓 

Por otro lado, el trabajo virtual interno 𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡 absorbido por los 

elementos sometidos a tensiones internas 𝑡 bajo las elongaciones 

virtuales 𝛿𝑒se define como: 

𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡 = 𝛿𝑒𝑇𝑡 
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De acuerdo con el Principio de los Trabajos Virtuales, para 

cualquier sistema en equilibrio estático, el trabajo virtual externo debe 

igualar al trabajo virtual interno para todo desplazamiento virtual 

admisible:    

𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡 = 𝛿𝑊𝑖𝑛𝑡 ⟹ 𝛿𝑑𝑇𝑓 = 𝛿𝑒𝑇𝑡 

Sustituyendo la ecuación de compatibilidad cinemática 𝛿𝑒 = 𝐵𝛿𝑑y 

la ecuación de equilibrio global 𝑓 = 𝐴𝑡en la condición de equivalencia 

energética: 

𝛿𝑑𝑇(𝐴𝑡) = (𝐵𝛿𝑑)𝑇𝑡 ⟹ 𝛿𝑑𝑇𝐴𝑡 = 𝛿𝑑𝑇𝐵𝑇𝑡 

Dado que esta identidad debe satisfacerse de forma unánime para 

cualquier campo de desplazamientos virtuales arbitrario 𝛿𝑑 ∈ ℝ𝑛 y 

cualquier vector de tensiones internas 𝑡 ∈ ℝ𝑏, se deduce la condición de 

dualidad cinemática-estática fundamental: 

𝐵 = 𝐴𝑇 

Esta dualidad demuestra que la matriz de compatibilidad 

cinemática de un sistema discreto es la traspuesta de la matriz de 

equilibrio estático. Así, la relación de compatibilidad cinemática adopta 

la forma canónica:    

𝑒 = 𝐴𝑇𝑑 

Transformación de coordenadas y mecanismos de ensamble 

directo 

Las ecuaciones mecánicas de un elemento discreto individual se 

formulan de manera natural en su sistema de coordenadas locales, 

donde el eje longitudinal concuerda con la directriz del elemento. Sin 
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embargo, el equilibrio global del sistema requiere que todos los vectores 

de fuerza y desplazamiento de los elementos se expresen en un marco 

de referencia ortogonal común denominado sistema de coordenadas 

globales (Esquivel et al., 2014):   

Matrices de transformación de coordenadas 

Para un elemento unidimensional en un espacio bidimensional, 

con una inclinación angular 𝜃 respecto al eje global 𝑋 , la matriz de 

rotación local a global 𝑇0 para un nodo individual se define mediante 

transformaciones ortogonales:    

𝑇0 = [
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

] 

Para un elemento articulado con dos nodos, con cuatro grados de 

libertad globales 𝑑𝑒 = [𝑢1, 𝑣1, 𝑢2, 𝑣2]
𝑇 y desplazamientos locales 𝑢𝑒 =

[𝑢1,𝑙𝑜𝑐 , 𝑣1,𝑙𝑜𝑐 , 𝑢2,𝑙𝑜𝑐 , 𝑣2,𝑙𝑜𝑐]
𝑇
 , la matriz de transformación de coordenadas 

expandida 𝑇𝑒 ∈ ℝ4×4se compone en bloques diagonales:    

 

𝑇𝑒 = [
𝑇0 0
0 𝑇0

] = [

cos 𝜃 sin 𝜃 0 0
− sin 𝜃 cos 𝜃 0 0

0 0 cos 𝜃 sin 𝜃
0 0 − sin 𝜃 cos 𝜃

] 

Debido a la naturaleza ortogonal de las transformaciones 

geométricas rotacionales, la matriz 𝑇𝑒 cumple rigurosamente con la 

propiedad:    

𝑇𝑒
−1 = 𝑇𝑒

𝑇 y det(𝑇𝑒) = 1 
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Esta propiedad permite proyectar vectores de fuerza y 

desplazamiento inversamente entre ambos sistemas sin alterar la 

magnitud norma del vector ni escalar la energía del sistema. La 

conversión cinemática local se evalúa como 𝑢𝑒 = 𝑇𝑒𝑑𝑒, mientras que la 

proyección de fuerzas nodales locales al sistema global viene dada por 

𝑓𝑒,𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 = 𝑇𝑒
𝑇𝑓𝑒,𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙.    

Ensamble directo de la matriz de rigidez global (Blanco et al., 2012) 

La rigidez intrínseca de un elemento barra individual en su marco 

local viene descrita por su matriz de rigidez elemental local 𝑘𝑒,𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙:    

 

𝑘𝑒,𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙 =
𝐸𝑒𝐴𝑒
𝐿𝑒

[

1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0
0 0 0 0

] 

donde 𝐸𝑒 es el módulo de elasticidad del material, 𝐴𝑒 es el área de la 

sección transversal y 𝐿𝑒es la longitud inicial del elemento. Aplicando las 

ecuaciones de transformación local-global, la matriz de rigidez del 

elemento referida al sistema de coordenadas globales 𝑘𝑒,𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 ∈ ℝ4×4se 

obtiene mediante la ecuación de congruencia energética:    

𝑘𝑒,𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 = 𝑇𝑒
𝑇𝑘𝑒,𝑙𝑜𝑐𝑎𝑙𝑇𝑒 

Sustituyendo los componentes de la matriz de rotación, la rigidez 

elemental global de una barra bidimensional adopta la expresión 

explícita: 
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𝑘𝑒,𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙 =
𝐸𝑒𝐴𝑒
𝐿𝑒

[

cos2 𝜃 cos 𝜃 sin 𝜃 − cos2 𝜃 − cos 𝜃 sin 𝜃
cos 𝜃 sin 𝜃 sin2 𝜃 −cos 𝜃 sin 𝜃 − sin2 𝜃
− cos2 𝜃 − cos 𝜃 sin 𝜃 cos2 𝜃 cos 𝜃 sin 𝜃

− cos 𝜃 sin 𝜃 − sin2 𝜃 cos 𝜃 sin 𝜃 sin2 𝜃

] 

El ensamble del sistema estructural global consiste en la 

superposición topológica de las matrices 𝑘𝑒,𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙dentro de la matriz de 

rigidez global del sistema 𝐾 ∈ ℝ𝑛×𝑛 atendiendo a los mapas de 

conectividad nodales de cada elemento:    

𝐾 =∑𝐿𝑒
𝑇

𝑏

𝑒=1

𝑘𝑒,𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙𝐿𝑒 

donde 𝐿𝑒representa la matriz de asignación booleana que relaciona los 

grados de libertad locales del elemento 𝑒 con el vector de grados de 

libertad globales del sistema. El comportamiento global queda definido 

finalmente mediante la ecuación matricial fundamental de rigidez:    

𝐾𝑑 = 𝑓 
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Capítulo 6 

El marco canónico de Gilbert Strang y la 

caracterización subespacial de Pellegrino-Calladine 

 

En la mecánica de medios discretos, Gilbert Strang formalizó la 

interacción entre las tres ecuaciones fundamentales del 

comportamiento estructural (estática, cinemática y constitutiva) en una 

estructura operativa de operadores matriciales conocida como el marco 

𝐴𝐶𝐴𝑇.    

El flujo operacional de este marco vincula secuencialmente los 

espacios vectoriales del sistema. Los desplazamientos nodales 𝑑 se 

transforman en elongaciones de elementos 𝑒 mediante la matriz de 

compatibilidad 𝐴𝑇. Dichas elongaciones generan tensiones internas 𝑡a 

través de la matriz constitutiva 𝐶. Finalmente, las tensiones internas se 

proyectan en fuerzas nodales externas 𝑓mediante la matriz de equilibrio 

𝐴 . Las tres ecuaciones constitutivas del sistema se expresan como 

(Brenner, 1967):    

1. Ecuación Cinemática: 𝑒 = 𝐴𝑇𝑑 

2. Ecuación Constitutiva: 𝑡 = 𝐶𝑒 

3. Ecuación de Equilibrio: 𝑓 = 𝐴𝑡 

donde 𝐶 ∈ ℝ𝑏×𝑏es la matriz constitutiva del sistema, una matriz diagonal 

constituida por la rigidez axial inherente a cada barra individual 𝐶 =

diag (
𝐸1𝐴1

𝐿1
,
𝐸2𝐴2

𝐿2
, … ,

𝐸𝑏𝐴𝑏

𝐿𝑏
).    
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Componiendo de forma directa las tres etapas operacionales se 

obtiene la relación entre fuerzas y desplazamientos nodales: 

𝑓 = 𝐴𝑡 = 𝐴(𝐶𝑒) = 𝐴𝐶(𝐴𝑇𝑑) = (𝐴𝐶𝐴𝑇)𝑑 

Se sintetiza de manera directa que la matriz de rigidez global del 

sistema discreto admite una factorización canónica del tipo: 

𝐾 = 𝐴𝐶𝐴𝑇 

Esta formulación compacta garantiza la simetría y la 

semidefinición positiva de la matriz de rigidez 𝐾, ya que para cualquier 

matriz constitutiva 𝐶 definida positiva y cualquier operador real 𝐴 , la 

forma cuadrática 𝑑𝑇𝐾𝑑 = (𝐴𝑇𝑑)𝑇𝐶(𝐴𝑇𝑑) ≥ 0.    

Los cuatro subespacios fundamentales de Pellegrino y 

Calladine 

El análisis algebraico de la matriz de equilibrio 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑏mediante 

el Teorema Fundamental del Álgebra Lineal fue introducido por Sergio 

Pellegrino y Christopher Calladine en 1986. Este enfoque descompone 

los espacios de fuerzas y desplazamientos en los cuatro subespacios 

vectoriales fundamentales de 𝐴, permitiendo clasificar y cuantificar el 

grado de indeterminación estática y cinemática de cualquier ensamblaje 

de barras.    

Si 𝑟 = rank(𝐴) representa el rango algebraico de la matriz de 

equilibrio 𝐴 , la estructura espacial del sistema se desglosa en los 

subespacios descritos a continuación (Dugas et al., 1997; Brenner y 

Butler, 1965):    
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Subespacio nulo o núcleo de la matriz de equilibrio null(𝑨) 

Este subespacio vectorial reside en el espacio de tensiones 

internas ℝ𝑏y posee una dimensión igual a:    

𝑠 = dim(null(𝐴)) = 𝑏 − 𝑟) 

Las bases de null(𝐴) representan los estados de autotensión 

(states of self-stress) del sistema. Un estado de autotensión es una 

combinación lineal de fuerzas internas 𝑡𝑠 ∈ null(𝐴)tal que equilibran un 

vector de carga externa nulo ( 𝐴𝑡𝑠 = 0 ). Estos estados permiten la 

introducción de pretensado en la estructura sin alterar el balance de 

cargas externas, siendo un requerimiento operativo en estructuras de 

tenso-estructura y tensegridad (véase la tabla 10).  

Subespacio Nulo a la Izquierda o Núcleo de la Traspuesta null(𝑨𝑻) 

Este subespacio vectorial reside en el espacio de desplazamientos 

nodales ℝ𝑛y su dimensión se calcula como:    

𝑚 = dim(null(𝐴𝑇)) = 𝑛 − 𝑟) 

Las bases de null(𝐴𝑇) representan los mecanismos o modos 

inextensionales del sistema. Si un vector de desplazamiento 𝑑𝑚 ∈

null(𝐴𝑇), la elongación producida en la totalidad de las barras es nula 

(𝑒 = 𝐴𝑇𝑑𝑚 = 0 ). El parámetro 𝑚 mide el número de grados de libertad 

cinemáticos o el grado de indeterminación cinemática del sistema.    

El espacio de mecanismos 𝑚 se segrega en dos componentes 

físicas independientes:    

𝑚 = 𝑟𝑏 +𝑚𝑖 
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donde 𝑟𝑏 es el número de movimientos de cuerpo rígido globales 

permitidos por las restricciones de apoyo (hasta 3 en el plano y 6 en el 

espacio tridimensional) y 𝑚𝑖 representa el número de mecanismos 

internos cinemáticos de la estructura.    

Subespacio Imagen o Espacio Columna range(𝑨) 

Subespacio perteneciente a ℝ𝑛 con dimensión igual a 𝑟 . 

Representa el conjunto de todos los vectores de cargas externas 𝑓que 

pueden ser equilibrados directamente por el trabajo elástico interno de 

las barras de la estructura.    

Subespacio Fila o Espacio Imagen de la Traspuesta range(𝑨𝑻) 

Subespacio perteneciente a ℝ𝑏 con dimensión igual a 𝑟 . 

Representa el conjunto de elongaciones de las barras 𝑒 que son 

compatibles con un campo de desplazamientos nodales continuos 𝑑 

(Brenne y Butler, 1965).   

Tabla 10: Subespacio vectorial. Interpretación mecánica y estructural  

Subespacio 

Vectorial 

Espacio Dominio Dimensión 

Algebraica 

Interpretación Mecánica y 

Estructural 

Núcleo de 

𝐴(null(𝐴)) 

ℝ𝑏(Tensiones) 𝑠 = 𝑏 − 𝑟 Estados de autotensión o 

pretensado estáticamente 

admisible sin cargas externas. 

Núcleo de 

𝐴𝑇(null(𝐴𝑇)) 

ℝ𝑛(Desplazamientos) 𝑚 = 𝑛 − 𝑟 Modos de deformación 

inextensional (Mecanismos 

internos 𝑚𝑖y cuerpo rígido 𝑟𝑏). 
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Subespacio 

Vectorial 

Espacio Dominio Dimensión 

Algebraica 

Interpretación Mecánica y 

Estructural 

Imagen de 

𝐴(range(𝐴)) 

ℝ𝑛(Fuerzas nodales) 𝑟 = rank(𝐴) Vectores de carga externa 

resolubles mediante resistencia 

elástica primaria. 

Imagen de 

𝐴𝑇(range(𝐴𝑇)) 

ℝ𝑏(Elongaciones) 𝑟 = rank(𝐴) Estados de deformabilidad 

interna compatibles 

cinemáticamente. 

   

A partir de estas relaciones subespaciales se deduce la regla 

combinatoria fundamental para la caracterización topológica 

estructural de reticulados:    

𝑠 − 𝑚 = 𝑏 − 𝑛 

Esta ecuación sustituye la fórmula clásica de la estática basada 

en el recuento simple de barras y nudos (𝑏 − 3𝐽 ), generalizando el 

análisis para estructuras geométricamente complejas o con 

singularidades locales donde el recuento lineal simple resulta 

insuficiente (véase la tabla 11) (Brenner y Butler, 1965).    

Tabla 11: Operador matricial de relación para estructuras geométricamente complejas 

o con singularidades locales 

Dominio / 

Nivel 

Dominio Espacial / 

Coordenadas 

Vector de Estado / 

Variable 

Operador Matricial de 

Relación 

Cinemática 

Local 

Coordenadas 

Locales de 

Elemento 

Desplazamientos 

locales ( 𝑢 ) / 

Elongaciones (𝑒) 

Matriz de Compatibilidad 

Local (𝑒 = 𝐴𝑇𝑑) 
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Dominio / 

Nivel 

Dominio Espacial / 

Coordenadas 

Vector de Estado / 

Variable 

Operador Matricial de 

Relación 

Cinemática 

Global 

Coordenadas 

Globales de 

Estructura 

Desplazamientos 

nodales globales (𝑑) 

Matriz de Transformación 

Ortogonal (𝑇) 

Respuesta 

Constitutiva 

Material / Sección 

Transversal 

Tensiones internas del 

elemento (𝑡) 

Matriz Constitutiva 

Elasticidad (𝐶) 

Equilibrio 

Estático 

Sistema Global 

Ensamblado 

Vector de Fuerzas 

Exteriores (𝑓) 

Matriz de Equilibrio (𝐴𝑡 =

𝑓 ) / Rigidez Global (𝐾 =

𝐴𝐶𝐴𝑇) 

   

Rigidez Geométrica y Mecanismos de Primer Orden 

Un aspecto derivado del análisis subespacial es el 

comportamiento de estructuras donde existen mecanismos 

inextensionales (𝑚 > 0 ). Un mecanismo inextensional es de primer 

orden si no produce elongación de primer orden en las barras bajo un 

desplazamiento infinitesimal 𝑑𝑚 . Sin embargo, si la estructura posee 

simultáneamente un estado de autotensión 𝑡𝑠 ∈ null(𝐴), la interacción 

entre la tracción preexistente de los elementos y los cambios 

geométricos cuadráticos generados por el mecanismo origina una 

matriz de rigidez geométrica o matriz de rigidez por tensión inicial 𝐾𝐺.    

La matriz de rigidez tangente global 𝐾𝑇del sistema discreto queda 

definida por la suma explícita (Pierre, 2022):    

𝐾𝑇 = 𝐾𝐸 + 𝐾𝐺 = 𝐴𝐶𝐴𝑇 + 𝐾𝐺(𝑡𝑠) 
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donde 𝐾𝐸 = 𝐴𝐶𝐴𝑇es la matriz de rigidez elástica primaria y 𝐾𝐺(𝑡𝑠)es la 

matriz de rigidez geométrica dependiente del nivel de esfuerzo del 

estado de autotensión 𝑡𝑠. Si la matriz 𝐾𝐺(𝑡𝑠)es definida positiva sobre el 

subespacio de mecanismos null(𝐴𝑇), el estado de autotensión rigidiza 

mecánicamente el mecanismo, dotando a la estructura de estabilidad 

de segundo orden sin necesidad de restricciones de apoyo adicionales. 

Este fenómeno constituye la base fundamental para el diseño estático y 

geométrico de cables pretensados, mallas tensadas y estructuras 

tensegríticas.    

La formulación matricial y vectorial del equilibrio en sistemas 

discretos proporciona un marco matemático riguroso que unifica el 

análisis de estructuras convencionales con el de sistemas avanzados. La 

integración de la dualidad cinemático-estática mediante el Principio de 

los Trabajos Virtuales demuestra formalmente que la compatibilidad 

cinemática (𝐴𝑇) y el equilibrio estático (𝐴) son aspectos duales de la 

misma geometría estructural.    

El marco canónico 𝐴𝐶𝐴𝑇 propuesto por Strang, acoplado con la 

descomposición en cuatro subespacios vectoriales de Pellegrino y 

Calladine, transforma la evaluación de la estabilidad e hiperestatidad en 

un problema computacional de álgebra lineal. La determinación del 

rango 𝑟y de los subespacios nulos de la matriz de equilibrio permite 

identificar con precisión no solo la hiperestatidad (𝑠) y la existencia de 

mecanismos (𝑚 ), sino también la capacidad de estabilización de un 

sistema mediante estados de pretensado (𝐾𝐺).    
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En el ámbito de la ingeniería computacional moderna, este 

enfoque sistemático es la base para el desarrollo de algoritmos de 

optimización topológica, simulaciones de grandes desplazamientos 

mediante formulaciones corrotacionales y la resolución del equilibrio no 

lineal en estructuras reticuladas flexibles. La versatilidad de este 

paradigma garantiza su aplicación continuada en el análisis estructural 

y el diseño de nuevos sistemas mecánicos complejos.    

Estabilidad y condicionamiento de sistemas isostáticos: un 

análisis matricial, numérico y topológico 

La mecánica de estructuras y la física de materia condensada 

convergen de manera fundamental en el estudio de los sistemas 

isostáticos. Definidos en la estática clásica como aquellos sistemas 

articulados donde el número de restricciones cinemáticas se equipara 

de forma exacta con el número de grados de libertad independientes, 

los sistemas isostáticos se sitúan en el límite crítico entre la flexibilidad 

mecánica y la rigidez estructural (Sánchez, 2020).  

El análisis moderno de estas estructuras supera la regla de conteo 

escalar tradicional, empleando formulaciones rigurosas del álgebra 

lineal computacional como la descomposición en valores singulares 

(SVD) de la matriz de equilibrio, la teoría de operadores diferenciales 

discretos y el estudio de la topología de bandas en metamateriales 

elásticos. 

El comportamiento mecánico de una estructura isostática es 

intrínsecamente sensible a su geometría exacta, a la configuración 
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espacial de sus conexiones y al condicionamiento numérico de sus 

matrices gobernantes. Una pequeña perturbación geométrica en la 

posición de sus nudos puede transformar un sistema nominalmente 

estable en una estructura singularmente inestable o susceptible a 

mecanismos infinitesimales de energía cero. Por este motivo, la 

comprensión detallada de la estabilidad geométrica, la rigidez por 

preesfuerzo y el condicionamiento matricial resulta imprescindible para 

el diseño de estructuras desplegables, redes de tensegridad de alto 

rendimiento y metamateriales mecánicos programables. 

Fundamentos matriciales y criterio de Maxwell-Calladine 

El equilibrio estático y la compatibilidad cinemática de un sistema 

articulado compuesto por 𝑁𝐵 barras y 𝑁 nudos en un espacio euclídeo 

de dimensión 𝑑 se formulan mediante ecuaciones matriciales lineales 

que vinculan los desplazamientos nodales 𝐮 ∈ ℝ𝑑𝑁 , las elongaciones 

axiales de las barras 𝐞 ∈ ℝ𝑁𝐵, las fuerzas externas aplicadas 𝐟 ∈ ℝ𝑑𝑁 y 

las tensiones o compresiones internas 𝐭 ∈ ℝ𝑁𝐵. La relación de equilibrio 

en la configuración no deformada viene dada por la ecuación matricial 

(Rocks y Mehta, 2024): 

𝐻𝐭 = 𝐟 

donde 𝐻 ∈ ℝ𝑑𝑁×𝑁𝐵  representa la matriz de equilibrio de la estructura. 

Por aplicación directa del principio de los trabajos virtuales, la 

compatibilidad cinemática dual que expresa el alargamiento o 

acortamiento de las barras en función de los desplazamientos nodales 

queda definida por la matriz de compatibilidad 𝐶 ∈ ℝ𝑁𝐵×𝑑𝑁 , 

cumpliéndose rigurosamente que 𝐶 = 𝐻𝑇. 
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El criterio histórico planteado por Maxwell establece que un 

sistema espacial sin restricciones de apoyo es isostático cuando el 

número de grados de libertad no restringidos satisface 𝑁0 = 𝑑𝑁 −𝑁𝐵 =

𝑓(𝑑), siendo 𝑓(𝑑) = 𝑑(𝑑 + 1)/2 el número de movimientos rígidos en el 

espacio 𝑑 -dimensional. No obstante, la reformulación generalizada 

introducida por Calladine demostró que la existencia simultánea de 

estados de autoesfuerzo y mecanismos infinitesimales invalida la regla 

contable simple, imponiendo la relación vectorial: 

𝑁0 − 𝑁𝑆 = 𝑑𝑁 − 𝑁𝐵 

donde 𝑁𝑆 denota el número de estados de autoesfuerzo independientes 

y 𝑁0 representa la dimensión total del espacio nulo cinemático, el cual 

incluye tanto los 𝑓(𝑑)  movimientos de cuerpo rígido como los 𝑚 

mecanismos internos de deformación inextensional (𝑚 = 𝑁0 − 𝑓(𝑑)). Una 

estructura se define como rigurosamente isostática en sentido estático 

y cinemático cuando 𝑁𝑆 = 0 y 𝑚 = 0, lo que conduce a un número medio 

de coordinación o valencia nodal 𝑧  igual al valor crítico 𝑧𝑐 ≈ 2𝑑  bajo 

condiciones de frontera abiertas o periódicas. 

Descomposición en valores singulares y espacios 

vectoriales 

La caracterización completa del comportamiento cinemático y 

estático de un ensamblaje articulado se obtiene mediante la 

descomposición en valores singulares (SVD) de la matriz de equilibrio 

𝐻 , de acuerdo con el marco teórico consolidado por Pellegrino y 

Calladine. La matriz 𝐻 se factoriza en la forma (Demmel, 1997): 
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𝐻 = 𝑈Σ𝑉𝑇 

donde 𝑈 ∈ ℝ𝑑𝑁×𝑑𝑁  y 𝑉 ∈ ℝ𝑁𝐵×𝑁𝐵  son matrices ortogonales cuya 

estructura define bases orquestadas para los espacios nodales y de 

barras, respectivamente, mientras que Σ ∈ ℝ𝑑𝑁×𝑁𝐵  contiene los valores 

singulares 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟 > 0, con 𝑟 = rango(𝐻) (véase la tabla 12). 

Tabla 12: Descomposición en valores singulares y espacios vectoriales 

Subespacio 

Fundamental 

Matricial 

Definición 

Matemática 
Dimensión 

Significado Estructural y 

Mecánico 

Núcleo de 𝐻 
Null(𝐻)
= {𝐭 ∈ ℝ𝑁𝐵 ∣ 𝐻𝐭
= 𝟎} 

𝑠 = 𝑁𝐵 − 𝑟 

Estados de autoesfuerzo 

autosostenidos ( 𝑁𝑆 ) en 

ausencia de cargas 

externas. 

Imagen de 𝐻 
Range(𝐻)

= {𝐟 ∈ ℝ𝑑𝑁 ∣ 𝐟
= 𝐻𝐭} 

𝑟
= rango(𝐻) 

Conjunto de fuerzas 

nodales externas 

garantizadamente 

equilibrables. 

Núcleo de 𝐻𝑇 
Null(𝐻𝑇)
= {𝐮 ∈ ℝ𝑑𝑁

∣ 𝐻𝑇𝐮 = 𝟎} 
𝑚′ = 𝑑𝑁 − 𝑟 

Mecanismos de 

deformación inextensional 

( 𝑁0 ) y movimientos 

rígidos. 

Imagen de 𝐻𝑇 
Range(𝐻𝑇)
= {𝐞 ∈ ℝ𝑁𝐵 ∣ 𝐞
= 𝐻𝑇𝐮} 

𝑟
= rango(𝐻) 

Deformaciones elásticas 

de barras 

cinemáticamente 

compatibles. 

 

En una estructura isostática perfecta de rango completo, el rango 

𝑟 equivale al número total de barras 𝑁𝐵, lo que anula la dimensión del 
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núcleo de 𝐻  ( 𝑠 = 0 ) y restringe la dimensión del núcleo de 𝐻𝑇 

estrictamente a los desplazamientos rígidos globales (𝑚′ = 𝑓(𝑑) ). La 

descomposición ortogonal permite aislar con precisión matemática si un 

mecanismo detectado corresponde a una flexibilidad finita o 

infinitesimal, aportando una herramienta de cálculo unificada para 

resolver problemas estáticos e indeterminaciones cinemáticas sin 

recurrir a suposiciones heurísticas. 

Condicionamiento numérico e inestabilidad geométrica 

La viabilidad práctica y la estabilidad física de un sistema 

isostático no dependen únicamente del valor discreto de su rango 

matricial, sino también de la sensibilidad de la matriz de equilibrio 𝐻 

frente a perturbaciones geométricas en la localización de sus nudos 

(Fabré et al., 2007). El condicionamiento numérico de la estructura se 

cuantifica formalmente mediante el número de condición de 𝐻, el cual 

se expresa como la razón entre su valor singular máximo y su valor 

singular mínimo no nulo: 

𝜅(𝐻) =
𝜎max(𝐻)

𝜎min(𝐻)
 

Un sistema geométricamente bien configurado presenta un 

número de condición moderado, lo que asegura que las fuerzas internas 

calculadas varíen de forma suave y proporcional frente a desviaciones 

menores en las cargas aplicadas. No obstante, cuando la disposición 

geométrica de las barras se aproxima a una alineación crítica —por 

ejemplo, cuando tres o más articulaciones se vuelven casi colineales o 

cuando múltiples barras convergentes se orientan de forma cuasi-
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coplanar— el valor singular mínimo 𝜎min(𝐻)  tiende asintóticamente 

hacia cero. En estas condiciones, aunque la matriz 𝐻  mantenga 

formalmente su rango pleno desde un punto de vista puramente 

simbólico, el sistema se vuelve numéricamente mal condicionado o 

singularmente inestable. 

El mal condicionamiento matricial desencadena fenómenos 

mecánicos severos que comprometen la integridad de la estructura. En 

primer lugar, se produce una amplificación extrema de las fuerzas 

internas; cargas externas de magnitud modesta aplicadas en la 

dirección del vector singular asociado a 𝜎min  demandan tensiones y 

compresiones de escala 𝑂(1/𝜎min), superando con frecuencia los límites 

de fluencia o induciendo el colapso localizado. En segundo lugar, el 

sistema demuestra una extrema sensibilidad a las tolerancias de 

fabricación e imperfecciones del montaje, donde desviaciones 

milimétricas en la posición de los nudos alteran radicalmente la 

distribución interna de esfuerzos (Fabré et al., 2007).  

Ahora bien, la estructura experimenta una pérdida drástica de 

rigidez efectiva frente a ciertos patrones de carga, exhibiendo una 

respuesta cinemática excesivamente blanda que simula mecánicamente 

la presencia de un mecanismo infinitesimal no restringido. 

Estabilidad por preesfuerzo y rigidez geométrica 

En sistemas que exhiben mecanismos infinitesimales no 

restringidos de primer orden (𝑚 > 0), la rigidez elástica convencional 

resulta insuficiente para resistir perturbaciones en las direcciones de 
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deformación de energía cero. Sin embargo, la estructura puede 

recuperar la estabilidad estática mediante la introducción deliberada de 

un estado de autoesfuerzo previa aplicación de cargas externas, 

principio fundamental que rige el comportamiento de las estructuras de 

tensegridad y los reticulados hiperestáticos pretensados (véase la tabla 

13). 

El comportamiento elástico linealizado de un sistema articulado 

sometido a desplazamientos nodales viene gobernado por la matriz de 

rigidez tangente 𝐾𝑇 , la cual se descompone aditivamente en dos 

términos diferenciados: 

𝐾𝑇 = 𝐾𝑒 + 𝐾𝑔 

donde 𝐾𝑒 es la matriz de rigidez elástica del material y 𝐾𝑔 representa la 

matriz de rigidez geométrica o de esfuerzo inicial. La componente 

elástica se ensambla mediante la matriz de compatibilidad 𝐶 y la matriz 

diagonal de rigideces axiales 𝑘 = diag(𝐸𝑖𝐴𝑖/𝐿𝑖)  según la formulación 

𝐾𝑒 = 𝐶𝑇𝑘𝐶 = 𝐻𝑘𝐻𝑇 . Dado que para cualquier modo de deformación 

infinitesimal 𝐦𝑘 ∈ Null(𝐻𝑇)  se satisface 𝐶𝐦𝑘 = 𝟎 , la contribución 

elástica a la energía de deformación es nula (𝐦𝑘
𝑇𝐾𝑒𝐦𝑘 = 0), dejando la 

estabilidad cinemática del mecanismo supeditada de manera exclusiva 

al término geométrico 𝐾𝑔. 

La matriz de rigidez geométrica 𝐾𝑔 ∈ ℝ𝑑𝑁×𝑑𝑁 se genera a partir del 

vector de autoesfuerzo 𝐭0 ∈ Null(𝐻) o mediante la matriz de densidad de 

fuerzas Ω , adoptando la estructura tensorial 𝐾𝑔 = Ω⊗ 𝐼𝑑 , donde 𝐼𝑑 

representa la matriz identidad 𝑑-dimensional. 
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Tabla 13: Estabilidad por preesfuerzo y rigidez geométrica 

Estado de 

Estabilidad 

Condición Matemática 

de la Matriz KT 

Respuesta Mecánica y 

Dinámica 

Rigidez Elástica 

Primaria 

𝐾𝑒  es definida positiva 

sobre ℝ𝑑𝑁 ∖ Null(𝐻𝑇) 

La geometría imparte rigidez 

directa sin requerir 

preesfuerzo previo. 

Estabilidad por 

Preesfuerzo 

𝐦𝑘
𝑇𝐾𝑔𝐦𝑘 > 0 ∀𝐦𝑘

∈ Null(𝐻𝑇) ∖ {𝟎} 

El autoesfuerzo aporta 

rigidez de segundo orden a 

los mecanismos 

infinitesimales. 

Superestabilidad 

𝐾𝑔  es semi-definida 

positiva globalmente y 

no requiere elasticidad 

Estabilidad incondicional e 

independiente del módulo de 

Young de los elementos. 

Inestabilidad por 

Pandeo 

det(𝐾𝑇) = det(𝐾𝑒 + 𝐾𝑔)

≤ 0 

Las fuerzas de compresión 

superan los umbrales de 

estabilidad elástica global. 

 

De acuerdo con el teorema de Calladine y Pellegrino, la condición 

necesaria y suficiente para que un sistema sea estable por preesfuerzo 

es que exista al menos un estado de autoesfuerzo de 

tracción/compresión 𝐭0 que haga que la forma cuadrática 𝐦𝑘
𝑇𝐾𝑔𝐦𝑘 sea 

estrictamente definida positiva para todo mecanismo infinitesimal no 

nulo. 

No obstante, la elevación indiscriminada de los niveles de 

preesfuerzo introduce efectos no lineales contraintuitivos. Mientras que 

incrementar la tensión en los miembros de tracción aumenta la rigidez 

geométrica inicial, induce simultáneamente un incremento proporcional 
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en las fuerzas de compresión presentes en las barras rígidas. Cuando la 

carga axial de compresión se aproxima a los límites de estabilidad 

elástica o de pandeo euleriano de los elementos individualizados, los 

autovalores negativos introducidos por la componente de compresión 

en 𝐾𝑔  neutralizan los autovalores positivos de 𝐾𝑒 , conduciendo 

inevitablemente al colapso por pandeo crítico del ensamblaje. 

Avances topológicos y aplicaciones en metamateriales 

El estudio de la isostaticidad y el condicionamiento matricial ha 

experimentado una profunda transformación con la introducción de los 

conceptos de la topología de bandas en la ciencia de materiales y los 

metamateriales mecánicos. Los reticulados periódicos isostáticos, 

conocidos ampliamente como redes de Kane-Lubensky, constituyen 

estructuras infinitas o repetitivas donde el número medio de 

coordinación por nudo satisface exactamente la condición crítica de 

Maxwell 𝑧 = 𝑧𝑐 = 2𝑑 (Zhoufei et al., 2025). 

El análisis elastodinámico de estas redes se realiza transformando 

la matriz de compatibilidad al espacio de momentos mediante el 

teorema de Bloch, permitiendo obtener la matriz de compatibilidad de 

onda 𝐶(𝐤) en función del vector de onda 𝐤 dentro de la zona de Brillouin. 

Cuando un reticulado isostático posee una estructura gapeada, su 

espectro de fonones presenta una brecha acústica completa a 

frecuencias no nulas, reservando los modos de energía cero únicamente 

para las translaciones globales en el centro de la zona de Brillouin (𝐤 =

𝟎). La estructura global del cristal se caracteriza mediante un invariante 
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topológico no trivial denominado vector de polarización topológica 𝐑𝑇, 

expresado como (Qian et al., 2025): 

𝐑𝑇 = −∑𝑛𝑖
𝑖

𝐚𝑖 

donde 𝐚𝑖 son los vectores primitivos de la red cristalina y 𝑛𝑖 representan 

los índices de winding topológicos calculados a partir de las fases del 

determinante de 𝐶(𝐤). 

La existencia de una polarización topológica no nula 𝐑𝑇  altera 

radicalmente la respuesta mecánica del metamaterial en sus fronteras 

físicas y discontinuidades internas. En los bordes libres de la estructura, 

la polarización topológica rompe la simetría traslacional de la rigidez, 

provocando la acumulación localizada de mecanismos cinemáticos 

flexibles (floppy modes) en una superficie específica, mientras que el 

borde opuesto queda desprovisto de mecanismos y concentra los 

estados de autoesfuerzo de frontera. 

Esta polarización adquiere una relevancia crítica en el diseño de 

interfaces y paredes de dominio. Al ensamblar dos dominios de 

metamaterial isostático caracterizados por vectores de polarización 

opuestos ( 𝐑𝑇,1 ≠ 𝐑𝑇,2 ), la pared de contacto alberga estados de 

autoesfuerzo topológicamente protegidos de forma intrínseca. Dichos 

estados canalizan y concentran las fuerzas externas aplicadas 

exclusivamente a lo largo de la línea de interfaz, desencadenando 

procesos de pandeo localizado altamente controlables cuando la carga 

supera el umbral crítico de compresión.  
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Esta capacidad de guiar la deformación elástica de manera no 

local permite fabricar dispositivos de protección contra impactos, 

absorbedores de energía programables y estructuras metamateriales 

adaptativas que conservan su funcionalidad aun en presencia de 

desorden estructural o pequeñas variaciones geométricas. 

En el campo de las estructuras desplegables y la robótica espacial, 

los fundamentos de la isostaticidad modificada se aplican en el análisis 

de sistemas de tensegridad asimétricos equipados con actuadores 

agrupados o continuos. Al integrar cables continuos que pasan a través 

de poleas o articulaciones lisas accionadas por un número reducido de 

motores, se reconfiguran las ecuaciones de equilibrio estático de los 

cables, reduciendo sustancialmente los grados de libertad de control y 

manteniendo la rigidez geométrica global mediante la preservación 

estricta de la condición definida positiva de la matriz 𝐾𝑔 en el subespacio 

cinemático del sistema. 

El análisis integrado de la estabilidad y el condicionamiento de los 

sistemas isostáticos revela que la rigidez de un ensamblaje articulado 

no constituye un atributo meramente cuantitativo derivado de la 

densidad de barras, sino una propiedad algebraica y geométrica 

altamente condicionada. El empleo de criterios escalares simples como 

la regla de Maxwell resulta manifiestamente insuficiente para 

diagnosticar la viabilidad de estructuras complejas en las proximidades 

de configuraciones singulares o bajo perturbaciones nodales (Suresh et 

al., 2021). 
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La descomposición en valores singulares (SVD) de la matriz de 

equilibrio se consolida como la herramienta analítica fundamental para 

evaluar de manera unificada la estaticidad y la cinemática de cualquier 

reticulado. El análisis sistemático de los cuatro subespacios vectoriales 

fundamentales y del número de condición 𝜅(𝐻) permite identificar no 

solo la presencia de mecanismos infinitesimales o redundancias 

estáticas, sino también prever la susceptibilidad del sistema a 

concentraciones destructivas de tensión e inestabilidades numéricas 

provocadas por pequeñas desviaciones de montaje. 

Asimismo, la introducción de preesfuerzo mediante la matriz de 

rigidez geométrica 𝐾𝑔  proporciona un mecanismo efectivo para 

estabilizar modos cinemáticos no restringidos, aunque exige un control 

riguroso de las fuerzas de compresión resultantes para no inducir el 

colapso por pandeo crítico. Finalmente, la convergencia entre la 

mecánica matricial clásica y la topología de bandas abarca una de las 

fronteras más prometedoras de la ingeniería de estructuras, 

posibilitando el desarrollo de metamateriales capaces de guiar la 

deformación, localizar estados de autoesfuerzo y ofrecer respuestas 

mecánicas programables con una robustez intrínseca ante el desorden 

geométrico. 
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Conclusión 

 

Teoría avanzada de estructuras estáticamente determinadas, 

consolidó una premisa fundamental para la ingeniería estructural 

moderna: la determinidad estática no constituye únicamente una fase 

introductoria de la mecánica de materiales, sino que representa el 

núcleo riguroso donde el equilibrio, la eficiencia geométrica y la física 

del comportamiento de los cuerpos se integran con absoluta precisión. 

De la evidencia, se ha trascendido la resolución trivial de sistemas 

bidimensionales para abordar la formulación matemática y 

metodológica de sistemas espaciales complejos, métodos energéticos 

avanzados y la respuesta frente a acciones variables. A diferencia de los 

sistemas hiperestáticos, donde la rigidez y las deformaciones 

condicionan la distribución de esfuerzos, las estructuras isostáticas 

dependen exclusivamente de la geometría y de las leyes fundamentales 

de Newton: 

∑F = 0 y ∑M = 0 

Esta independencia respecto a las propiedades del material o 

variaciones térmicas convierte al análisis determinado en la prueba de 

fuego definitiva para comprender los caminos de carga (load paths) en 

cualquier tipología estructural. 

El estudio avanzado ha demostrado que la simple condición 

numérica entre grados de libertad y restricciones (𝑏 + 𝑟 = 2𝑗  o 3𝑘 ) es 

insuficiente. La investigación ratifica la importancia crítica de evitar los 
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mecanismos infinitesimales y la inestabilidad cinemática implícita, 

aspectos determinantes en el diseño seguro de reticulados espaciales, 

arcos y estructuras articuladas. 

Además, el desarrollo del principio de los trabajos virtuales (PTV) 

y de los teoremas de energía aplicados a sistemas determinados 

favorece el cálculo analítico de desplazamientos y sienta las bases para 

el análisis matricial y computacional. Asimismo, en términos rigurosos, 

una estructura es estáticamente determinada cuando las fuerzas 

internas de todos sus miembros (tensiones en las barras) pueden 

calcularse de manera única y biunívoca a partir de las ecuaciones de 

equilibrio estático frente a cualquier sistema de cargas externas 

aplicadas en los nudos, sin necesidad de recurrir a las ecuaciones 

constitutivas del material ni a las condiciones de compatibilidad de 

deformación. 

En la práctica profesional, el dominio del comportamiento 

isostático es el mecanismo intelectual con el que el proyectista evalúa 

con rapidez la viabilidad de una forma estructural antes de someterla a 

modelos computacionales complejos. Por ende, las estructuras 

estáticamente determinadas poseen la propiedad intrínseca de no 

desarrollar esfuerzos secundarios ante asentamientos diferenciales en 

los apoyos o dilataciones térmicas, convirtiéndolas en soluciones 

estratégicas para contextos geotécnicos complejos o juntas de dilatación. 

En conclusión, el análisis de estructuras estáticamente 

determinadas conserva una vigencia incalculable en la era del modelado 
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numérico por elementos finitos. Más allá de calcular reacciones e 

hiperestáticas internas, este libro reafirma que la intuición estructural 

no surge del software, sino de la comprensión profunda de cómo la 

forma, el espacio y las fuerzas dialogan a través del equilibrio estricto. 

La teoría avanzada aquí expuesta entrega las herramientas formales 

para que el investigador y el diseñador dominen ese diálogo con 

precisión matemática y juicio crítico. 
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