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Introduccidon

El andlisis y disefio de estructuras constituyen la columna
vertebral de la ingenieria civil y mecanica. Tradicionalmente, la
ensefianza y la literatura técnica han categorizado el comportamiento
estructural en dos grandes dominios: las estructuras estaticamente
determinadas (isostaticas) y las estaticamente indeterminadas
(hiperestaticas). Mientras que estas ultimas suelen acaparar el interés
cientifico reciente debido a su redundancia estructural y a la difusién
masiva del Método de Elementos Finitos (MEF), las estructuras
isostaticas son a menudo relegadas a un nivel introductorio en la

formacion de grado.

Sin embargo, esta simplificacidon oculta una realidad fundamental:
las estructuras estaticamente determinadas representan el estado
limite primario del equilibrio, la base fundamental para el andlisis de
comportamiento no lineal, la trayectoria de cargas limpia y la referencia

insustituible para la validacién de modelos numéricos complejos.

Esta obra, Teoria avanzada de estructuras estdticamente
determinadas, busca redefinir la frontera del conocimiento en torno a Los
sistemas isostaticos. A través de un enfoque riguroso que integra la
mecanica del continuo, la formulacién matricial avanzada, la
optimizacion topoldgica y el andlisis no lineal geométrico y material,
este libro demuestra que la isostaticidad no es un tema basico superado,
sino un campo vivo de investigacién con aplicaciones criticas en la

ingenieria de vanguardia.



La necesidad de desarrollar un tratado cientifico y técnico

enfocado en la teoria avanzada de estructuras isostaticas responde a

tres factores determinantes:

Brecha tedrico-practica en la modelacion numérica: el uso
indiscriminado de software comercial de calculo ha generado
una dependencia metodoldgica donde los ingenieros confian
en resultados matriciales sin una verificacién analitica rigurosa.
Las estructuras estaticamente determinadas ofrecen la Unica
plataforma analitica donde la trayectoria de fuerzas internas
es independiente de la rigidez del material y de las
deformaciones (en primer orden), lo que las convierte en la
herramienta superior para auditar y verificar algoritmos
complejos de calculo.

Optimizacion y estructuras de peso minimo: en la ingenieria
aeroespacial, biomédica y en el disefio de cubiertas de grandes
luces, las estructuras isostaticas (como las cerchas o
reticulados dptimos tipo Michell) representan las soluciones de
peso minimo tedrico para sistemas de cargas dados.
Profundizar en su comportamiento avanzado permite disefiar
sistemas mas sostenibles y eficientes.

Comportamiento no lineal y dindmico: cuando las estructuras
isostaticas experimentan grandes desplazamientos (no
linealidad geométrica) o entran en el rango inelastico, el mito
de que sus reacciones no dependen de las deformaciones se

rompe. El analisis de cémo la variacién geométrica altera las



ecuaciones de equilibrio en sistemas isostaticos ofrece una
vision profunda sobre fendmenos de inestabilidad, pandeo y
bifurcacion que raras veces se abordan en la literatura

convencional.

En sintesis, revisitar la isostaticidad con las herramientas
analiticas y computacionales del siglo XXI no es un ejercicio regresivo,
sino una necesidad cientifica para fundamentar el disefio estructural
avanzado. El alcance de este trabajo abarca la investigacién tedrica y
analitica de sistemas estaticamente determinados bajo condiciones no

convencionales:

i. No linealidad geométrica y material: analisis del
comportamiento isostatico bajo grandes deformaciones,
cambio de geometria en la trayectoria de carga y plasticidad
localizada.

ii. Estructuras articuladas y sistemas cinemdticamente flexibles:
estudio dindmico y estatico de mecanismos de cinematica
finita y estructuras desplegables.

iii. Optimizacion topoldgica isostdtica: algoritmos para la
generacion de morfologias O&ptimas basadas en redes

isostaticas.

Como eje articulador de la investigacién que fundamenta esta
obra, se formulan las siguientes interrogantes centrales: ;De qué
manera los métodos de analisis avanzado (no linealidad geométrica,

optimizacidon topoldgica y formulaciones matriciales de orden superior)



transforman la comprensién tradicional de las estructuras
estaticamente determinadas y potencian su aplicacién en el disefio
estructural dptimo y la validacién numérica de ingenieria?, ;Como afecta
la gran deformacién a la independencia entre la rigidez del elemento y

la distribucién de esfuerzos en un sistema puramente isostatico?.

Este libro unifica y profundiza conceptos de mecanica del sélido
continuo, geometria diferencial aplicada a estructuras y métodos
energéticos avanzados sobre sistemas isoestaticos. Permite establecer
las fronteras tedricas donde termina el equilibrio estatico puro y donde
la geometria de la estructura determina inequivocamente su respuesta.
Y sirve como un puente conceptual entre la estatica elemental y el
analisis computacional no lineal, proporcionando a estudiantes de
posgrado e investigadores un marco que desarrolla intuicién fisica y

rigor matematico.
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Capitulo 1

Teoria avanzada de estructuras estaticamente
determinadas: fundamentos, rigor matricial y
aplicaciones complejas

El anadlisis de la estabilidad y la determinabilidad en la ingenieria
de estructuras ha experimentado una profunda transformacion analitica
desde las formulaciones clasicas basadas en recuentos escalares hasta
los enfoques contemporaneos basados en el algebra lineal.
Histéricamente, la determinaciéon del caracter isostatico o hiperestatico
de un sistema reticulado dependia del criterio enunciado por Maxwell,
el cual establece una relacién aritmética simple entre el nimero de
barras b, el nimero de nudos j y el nimero de restricciones cinematicas
impuestas por los apoyos k. En un espacio euclidiano de dimensiéon N
(donde N =2 para estructuras planas y N =3 para estructuras
espaciales), la condicidon necesaria para la determinabilidad se expresa

segln la ecuacién (Morales et al., 2024):
b—Nj+k=0

Sin embargo, la mecanica estructural moderna ha demostrado de
manera concluyente que la ecuacidn clasica de Maxwell constituye una
condicion puramente necesaria pero insuficiente para garantizar la
estabilidad geométrica y la determinacion estatica de una estructura.
Un sistema reticulado puede satisfacer de forma estricta la igualdad

escalar global y, no obstante, albergar simultdneamente redundancias

11



estaticas locales (estados de autotension) e inestabilidades geométricas

regionales o globales (mecanismos inextensionales).

La superacion de estas deficiencias conceptuales comenzd con las
contribuciones de Calladine, quien extendid la regla de Maxwell al
considerar el rango de la matriz de equilibrio, y se consolidé mediante
la teoria desarrollada por Pellegrino y Calladine. Desde la perspectiva
de la mecanica matricial, la determinabilidad estatica y la
determinabilidad cinematica no son propiedades independientes, sino
dos facetas duales que se derivan de las propiedades espectrales y

vectoriales de la matriz de equilibrio del sistema A.

En términos rigurosos, una estructura es estaticamente
determinada cuando las fuerzas internas de todos sus miembros
(tensiones en las barras) pueden calcularse de manera Unicay biunivoca
a partir de las ecuaciones de equilibrio estatico frente a cualquier
sistema de cargas externas aplicadas en los nudos, sin necesidad de
recurrir a las ecuaciones constitutivas del material ni a las condiciones
de compatibilidad de deformacién (Zienkiewicz, 1977).
Complementariamente, un ensamblaje es cinematicamente
determinado cuando la posicidon de cada uno de sus nudos esta fijada
de manera univoca por la longitud de sus barras, garantizando que no
existan modos de deformacién infinitesimal o de mecanismo

inextensional.

Mediante la introduccién del rango algebraico r, de la matriz de

equilibrio 4, el nimero de estados independientes de autotensién s y el

12



nidmero de mecanismos inextensionales independientes m quedan

formalmente definidos por las relaciones:

S=b_TA
m=(Nj—k)—r,

donde (Nj — k) representa el niumero total de grados de libertad nodales
del sistema. La sustraccién algebraica de ambas ecuaciones conduce a

la generalizacion exacta de la regla de Maxwell-Calladine:
s—m=b—(Nj—k)

Esta relacion fundamental establece que un ensamblaje
estructural es simultanea y estrictamente estatica y cinematicamente
determinado si y solo sis =0y m = 0, lo que exige huméricamente que
el rango algebraico de la matriz de equilibrio sea igual tanto al nimero
de barras como al nimero de grados de libertad nodales (r, = b = Nj —
k), convirtiendo la matriz de equilibrio en un operador cuadrado y no

singular (Escalante et al., 2026).

Formulacion matricial dual y los cuatro subespacios
fundamentales

La descripcidon rigurosa del comportamiento mecanico de un
ensamblaje de barras y uniones articuladas exige la construccién de un
marco matricial dual que conecte las variables de fuerza con las
variables de desplazamiento. Considérese una estructura general en un
espacio N-dimensional con j nudos, b barras y k restricciones de apoyo,

resultando en n; = Nj — k grados de libertad nodales (véase la tabla 1).
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El estado de fuerzas internas se define mediante el vector de
tensiones de las barras t € R?, mientras que la accién exterior aplicada
sobre los nudos se representa a través del vector de cargas nodales f €
R™. La condicidon de equilibrio estatico en cada nudo del sistema da

lugar al sistema de ecuaciones lineales (Medina y Zavadskij, 2004):
At =f

donde 4 € R™*? es la matriz de equilibrio global de la estructura. Los
coeficientes de la matriz A estan constituidos por los cosenos directores

de las barras referidos al sistema de ejes cartesianos globales.

De forma estrictamente dual, el comportamiento cinematico se
describe mediante el vector de desplazamientos nodales d € R™ y el
vector de elongaciones de las barras e € R”’. Bajo la hipdtesis de
desplazamientos infinitesimales, la compatibilidad geométrica entre los
desplazamientos de los nudos y las deformaciones del elemento se

expresa mediante la relacidn:
Cd=e donde C=AT

siendo C € R’*™ la matriz de compatibilidad cinematica, la cual es la
transpuesta exacta de la matriz de equilibrio A. Esta dualidad estatico-
cinematica permite categorizar exhaustivamente el comportamiento
mecanico del sistema mediante el andlisis de los cuatro subespacios

vectoriales fundamentales del operador matricial A.
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Tabla 1: Interpretacion mecanica y estructural de los cuatro subespacios

fundamentales
Subespacio Dimensidn s .
Interpr ion Mecani Estr ral
Vectorial Algebraica terpretacion Mecanica y Estructura
Estados de Autotensidon (s): Define las
E . Nul distribuciones de tensiones en las barras t
spacio uto s=b—-1n que satisfacen At = 0. Representa conjuntos
Nul(4) . A
de fuerzas internas en equilibrio con cargas
externas nulas.
E . Cargas Admisibles de Equilibrio: Representa
spacio el espacio de vectores de fuerza externa f
Columna Ta que pueden ser equilibrados directamente
Col(4)

por tensiones internas en las barras (At = f).

Mecanismos Inextensionales (m): Define los

Espacio Nulo
Izquierdo
Nul(4a?h)

vectores de desplazamiento nodal d que no
producen elongacién en las barras (47d = 0).
Incluye movimientos rigidos y mecanismos

internos.

Elongaciones Compatibles: Representa el
conjunto de vectores de deformacion e

7 derivados de desplazamientos nodales
continuos que no constituyen modos de
mecanismo.

Espacio Fila
Row(4)

Nota: Interpretado desde Voutetaki (2024).

La caracterizacién cinematica exige ademas segregar los m
modos inextensionales en dos categorias con significado fisico
diferenciado: movimientos de cuerpo rigido y mecanismos internos. Si
la estructura se encuentra insuficientemente vinculada a la cimentacidn,
hasta 6 modos (en tres dimensiones) o 3 modos (en dos dimensiones)

corresponden a desplazamientos de cuerpo rigido m,,. Los modos

15



restantes representan mecanismos internos m;,; = m —m,,, l0S cuales
constituyen deformaciones geométricas en las que las barras rotan en
torno a sus articulaciones sin experimentar cambios de longitud a

primer orden (Ramalingam, 2009).

Rigor matricial mediante la descomposicion en valores
singulares (SVD)

Aunque métodos como la eliminacién gaussiana o la factorizacién
QR permiten calcular la dimensién de los subespacios vectoriales, la
descomposicién en valores singulares (SVD) introducida formalmente en
este campo por Pellegrino ofrece la herramienta computacional y tedrica
mas soélida para el analisis cuantitativo de la matriz de equilibrio (Fallas

et al., 2021).

Para cualquier matriz de equilibrio 4 € R™*? de rango r,, la

descomposicién SVD se expresa como:
A=UzyT

donde U € R™*" y V € RP*? son matrices ortogonales cuyas columnas
constituyen bases ortonormales para los espacios de desplazamientos
nodales y de tensiones en las barras, respectivamente. La matriz X €
R"*P es una matriz diagonal cuyos primeros r, elementos son los
valores singulares estrictamente positivos o0, 20, 2 20, >0 ,

estando el resto poblado por ceros.

La estructura ortogonal de la SVD efectlia una particién directa
de los cuatro subespacios fundamentales dividiendo las matrices Uy V

en bloques ordenados:

16



U=[U Unl, V=[G Y

En esta formulacidén, el subbloque V, € R?*¢ contiene s vectores
columna que generan una base ortonormal para el espacio nulo Nul(4),
aislando los estados de autotensidn. El subblogue U, € R"*™ alberga
m vectores columna que definen la base ortonormal del espacio nulo
izquierdo Nul(4”) , revelando la totalidad de los mecanismos
inextensionales del sistema. Por su parte, las columnas de U, € R"*74
corresponden al espacio de cargas equilibrables Col(4), mientras que
las columnas de V. € RP*"a delimitan el espacio de elongaciones

compatibles Row(A).

Esta descomposicién facilita ademas el estudio de la interaccién
no lineal entre los estados de autotensién y los mecanismos
inextensionales. Cuando un ensamblaje cinematicamente
indeterminado activa un modo de mecanismo d,, € Nul(4”), las barras
experimentan rotaciones que inducen elongaciones de segundo orden.
Si la estructura posee un estado de autotension prévio t, € Nul(4), la
interaccion entre estas fuerzas internas y las variaciones geométricas

genera el fendmeno denominado fuerzas producto (product-forces).

El trabajo de segundo orden realizado por el estado de
autotensién a lo largo del desplazamiento del mecanismo se evalla

mediante la matriz de rigidez geométrica K, (t,):

1 T
SW = EdeG (to)dm

Cuando 6W > 0 para cualquier desplazamiento no nulo asociado

al modo d,,, el estado de autotension imparte rigidez de primer orden

17



al mecanismo, rigidizando cinematicamente el ensamblaje
(comportamiento caracteristico de sistemas de tensegridad, redes de
cables y domos preesforzados). Si 6W = 0, el mecanismo corresponde a
una inestabilidad geométrica de orden superior que permite

distorsiones finitas sin resistencia elastica inicial.

A partir del analisis de las dimensiones de estos subespacios
(véase la tabla 2), Affan y Calladine (1989) clasificaron la totalidad de

los ensamblajes estructurales en cuatro tipos fundamentales:

Tabla 2: Ensamblajes estructurales tipo

Tipo Estado de Mecanismos Condicién de
Es‘::ructu ral Autotensidn m) Determinabilidad y
(s) Comportamiento Mecanico

Estaticamente Determinado

y Cinematicamente
] Determinado: Sistema
Tipo I s=0 m=20 . .
isostatico puro con respuesta
elastica Unica. La matriz 4 es
cuadrada y no singular.
Estaticamente
Indeterminado y
Cinematicamente
] Determinado: Estructura
Tipo II s>0 m=0

hiperestatica convencional.
Posee capacidad de sobre-
restriccion pero carece de
modos inestables.

Estaticamente Determinado
Tipo III s=0 m>0 y Cinematicamente
Indeterminado: Mecanismo
puro no estabilizable. Incapaz

18



. Estado de . Condicién de
Tipo Mecanismos

Estructural Autotensidn (m) Determinabilidad y
(s) Comportamiento Mecanico

de admitir estados de
pretensado inicial.
Estaticamente
Indeterminado y
Cinematicamente

Tino IV >0 >0 Indeterminado: Ensamblaje

P s mn complejo (tensegridad). Los
mecanismos pueden
rigidizarse mediante la
aplicacién de autotensidn.
Aplicaciones complejas: reticulados periddicos,

tensegridad y eficiencia computacional

El analisis algebraico de la matriz de equilibrio adquiere un papel
insustituible en el disefio de estructuras complejas contemporaneas,
como los metamateriales mecanicos, los reticulados periddicos y los
sistemas desplegables. Un teorema fundamental formulado por Guesty
Hutchinson demuestra que no existen estructuras reticulares infinitas,
periédicas y articuladas en dos o tres dimensiones que sean
simultdneamente estatica y cinematicamente determinadas. Todo
reticulado infinito periédico que satisfaga localmente la regla de
Maxwell albergara invariablemente modos blandos o estados de

autotensidn no localizados (Vargas, 2025).

A pesar de esta restriccién en el dominio infinito, es posible

disefar estructuras reticulares finitas e isostaticas mediante la
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modificacion rigurosa de las condiciones de contorno o la introduccién
de perturbaciones geométricas. En la red plana de Kagome, un
ensamblaje periddico infinito satisface numéricamente la ecuacién de
Maxwell pero contiene lineas de mecanismos infinitesimales. Al recortar
un dominio finito de dicha red, la pérdida de restricciones de frontera
genera multiples mecanismos inestables. Para restablecer la
determinabilidad estatica y cinematica estricta (s = 0,m = 0), se deben
afnadir elementos perimetrales denominados barras de parche (patch

bars), los cuales eliminan los modos flexibles sin inducir hiperestaticidad.

En contraposicion, en reticulados tridimensionales de alta
conectividad como la Malla Octogonal (Octet Truss), la elevada
conectividad nodal (z = 12) genera un grado masivo de redundancia
estatica (s> 0). Para transformar esta topologia en un sistema
estaticamente determinado manteniendo sus prestaciones resistentes,
se introduce una ruptura de simetria mediante la alteracién de la
posicion de los nudos centrales, derivando en la Malla Octogonal
Modificada (MOT). Esta perturbacion desrumpe los planos de simetria,
eliminando las redundancias estaticas internas sin activar mecanismos

de colapso.

Esta cualidad de determinabilidad cinematica en mallas de
Kagome modificadas resulta indispensable para la creacién de
estructuras adaptativas y sistemas de actuacion. Como el espacio nulo
de la matriz de compatibilidad esta libre de tensiones elasticas internas
durante la activacién de ciertos grados de libertad, las barras pueden

utilizarse como actuadores lineales capaces de alterar la forma global
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de la estructura sin almacenar energia elastica indeseada por distorsién

del reticulado.

En el ambito del calculo computacional y la optimizacidn
topoldgica, la descomposicién SVD de la matriz de equilibrio actda como
un preprocesador geométrico de alta eficiencia. En los flujos
tradicionales de disefo asistido por ordenador, la estabilidad geométrica
se evalla ensamblando la matriz de rigidez global K = AK,A”, asignando
propiedades mecanicas y resolviendo el sistema de ecuaciones elasticas.
Si la estructura es inestable, la matriz K resulta singular,

interrumpiendo el proceso numérico.

El analisis directo de los subespacios de la matriz de equilibrio A4
permite detectar inestabilidades geométricas antes de definir la seccidon
transversal de los elementos (4,,) o el médulo de elasticidad del
material (E). La evaluacién aislada de A elimina la necesidad de
multiplicar AK,AT, reduciendo sustancialmente la carga de cémputo en
las fases iniciales de exploracién morfolégica y garantizando la

viabilidad estructural previa al calculo de tensiones y deformaciones.

El diagndstico de la estabilidad geométrica y la determinabilidad
estatica en estructuras articuladas complejas exige superar los criterios
escalares de recuento numérico para adoptar el marco del algebra lineal
matricial. La matriz de equilibrio A y su transpuesta, la matriz de
compatibilidad €, constituyen los operadores fundamentales cuya
estructura de rangos determina univocamente el comportamiento

estatico y cinematico del sistema.
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La aplicacion de la Descomposicion en Valores Singulares (SVD)
sobre la matriz de equilibrio proporciona una metodologia rigurosa para
aislar los subespacios vectoriales asociados a los estados de
autotensién y a los mecanismos inextensionales. Esta caracterizacién
espectral no solo permite clasificar cualquier ensamblaje en los cuatro
tipos mecanicos de Pellegrino-Calladine, sino que posibilita evaluar la
capacidad de los estados de pretensado para impartir rigidez de primer
orden a mecanismos infinitesimales mediante interacciones de rigidez

geométrica.

Asi, el analisis de la matriz de equilibrio demuestra su valor
operativo en el disefio de metamateriales, reticulados periédicos finitos
y algoritmos de optimizacién estructural. Al permitir la deteccién
prematura de mecanismos locales sin necesidad de construir la matriz
de rigidez elastica global, el rigor matricial se consolida como una
herramienta analitica indispensable para el desarrollo de estructuras

ligeras, adaptativas e isostaticas de alta eficiencia (Parras et al., 1985).
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Capitulo 2

Fundamentos topoldgicos: determinacion estatica
y cinematica avanzada

La determinacién estatica y cinematica constituye uno de los ejes
fundamentales de la mecanica de estructuras discretas y la topologia
computacional. Histdricamente, la evaluacién de la estabilidad e
hiperestaticidad estructural se abordaba mediante conteos escalares
simplificados formulados por James Clerk Maxwell. Sin embargo, la
aparicion de sistemas reticulados complejos, ensamblajes autotensados
de tensegridad y estructuras espacialmente sobredeterminadas
demostrd la insuficiencia de los métodos puramente numeéricos en
escenarios donde la geometria nodal y la conectividad topoldgica

interactdan no linealmente (Medina y Zavadskij, 2004).

El estudio avanzado de la respuesta estatica y cinematica exige
un marco conceptual unificado basado en el algebra lineal de espacios
vectoriales, la teoria de grafos topoldgicos y la teoria de homologia. La
formulacién rigurosa de la matriz de equilibrio, la matriz de
compatibilidad cinematica y la descomposicién matricial mediante
descomposicién en valores singulares (SVD), junto con la teoria de bases
ciclicas y cociclicas, permite caracterizar sistematicamente los estados
de autotensién, los mecanismos inextensionales e infinitesimales, y el
acondicionamiento numérico de los operadores estructurales globales

(Monledn y Lazaro, 2011).
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Dualidad estatico-cinematica y operadores estructurales
fundamentales

La respuesta mecanica de cualquier ensamblaje estructural
formado por barras conectadas en nudos se rige por la relacién dual
entre el equilibrio de fuerzas y la compatibilidad de deformaciones. En
una estructura articulada tridimensional con J nudos activos y b
elementos unidimensionales, las ecuaciones del equilibrio estatico
linealizado en la configuracion no deformada se expresan mediante el

sistema matricial (Monledn y Lazaro, 2011):
At=f

donde A € R™*" (con n, = 3] grados de libertad nodales y n.=»b
esfuerzos internos en las barras) representa la matriz de equilibrio
global. EL vector t € R? contiene los esfuerzos axiales generalizados en
los elementos, mientras que f € R¥ denota el vector de fuerzas externas

aplicadas sobre los nudos.

De forma simétrica, las condiciones cinematicas dictan que el
vector de elongaciones axiales de los elementos e € R? se deriva del
vector de desplazamientos nodales d e R¥) mediante la matriz

cinematica o de compatibilidad C:
e=0Cd

El Teorema de los Trabajos Virtuales establece que el trabajo
realizado por las fuerzas internas debe ser igual al trabajo realizado por
las cargas externas para cualquier campo de desplazamientos y fuerzas

virtualmente admisibles. Esta equivalencia energética impone que la
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matriz de compatibilidad C sea exactamente la transpuesta de la matriz

de equilibrio A:
C=AT

La dualidad estatico-cinematica queda sellada conceptualmente
mediante el par adjunto (A,AT). Toda la informacién referente a la
estabilidad estatica, la indeterminacién cinematica, la rigidez latente y
los modos de deformacidn sin extension de la estructura se encuentra

codificada en la estructura topoldgica y geométrica de la matriz A.

Los cuatro subespacios vectoriales de Pellegrino y
Calladine

La aplicacién del Teorema Fundamental del Algebra Lineal a la
matriz de equilibrio A transforma la comprensién del comportamiento
estatico y cinematico. Para cualquier matriz de equilibrio A de
dimensiones 3] X b y rango r = rank(A), el espacio vectorial del sistema
se particiona en cuatro subespacios ortogonales fundamentales. Desde

la perspectiva de Farias et al. (2024) y Medina y Zavadskij (2004):

El primer subespacio es el Espacio Nulo (null(A)), de dimensién
s=b—r, el cual abarca todos los vectores de esfuerzo interno t que
satisfacen la ecuacidon At = 0 en ausencia de cargas externas (f = 0).
Fisicamente, este subespacio define los estados independientes de
autotensién o pretensado del sistema, donde el parametro s representa

el grado de indeterminacién estatica o hiperestaticidad.

El segundo subespacio es el Espacio Nulo Izquierdo (null(AT)),

cuya dimensién es m =3] —r —k, donde k representa el nimero de

25



restricciones cinematicas impuestas por los apoyos de la cimentacion.
Este subespacio esta integrado por los vectores de desplazamiento
nodal d que producen una elongacién nula en las barras, es decir, ATd =
0. Fisicamente, estos vectores representan los modos de deformacion

inextensional o mecanismos.

Los dos subespacios restantes corresponden al Espacio Fila
(range(AT)) y al Espacio Columna (range(A)), ambos de dimensidn r. EL
Espacio Fila contiene el conjunto de elongaciones de barra e
cinematicamente compatibles con un campo de desplazamientos
nodales continuos, mientras que el Espacio Columna esta integrado por
las fuerzas externas nodales f que pueden ser equilibradas por

combinaciones lineales de los esfuerzos axiales de los elementos.

Al vincular numéricamente las dimensiones de estos subespacios con
los recuentos topoldgicos, se obtiene la formulacién generalizada de la

relacién de Maxwell y Calladine:
s—m=b—-3]+k

Esta formulacion demuestra que el numero de estados de
autotensién s y el ndmero de mecanismos m no pueden ser
determinados individualmente mediante recuentos de componentes
aislados. Dos ensamblajes con idéntico nimero de elementos (b) y
nudos (J) pueden presentar valores radicalmente opuestos de s y m si
existen simetrias geométricas o alineaciones nodales que alteren el

rango r de la matriz de equilibrio.
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Para aislar numéricamente estos subespacios y caracterizar su
comportamiento cinematico, se recurre a la Descomposicién en Valores

Singulares (SVD) de la matriz de equilibrio:
A =UzwWT

donde U € R¥*3/ y W € R’*? son matrices ortogonales compuestas por
los subbloques U=[U, U,] y W=[W, W,], y la matriz diagonal X

contiene los valores singulares dispuestos en orden decreciente.

Las columnas de W, € R’*S constituyen una base ortonormal del
espacio de autotensiones, mientras que las columnas de U,, € R¥*™
forman la base ortonormal del espacio de mecanismos inextensionales.
Asimismo, este tratamiento matricial permite segregar los m
mecanismos inextensionales en movimientos globales de cuerpo rigido
allowed por la cimentacién (1, < 6) y mecanismos internos verdaderos

(im), tales que m =, + im.

Formulacion grafo-teérica y bases topoldgicas en
estructuras reticuladas

Mientras que la formulacién matricial directa opera sobre
coordenadas cartesianas nodales, la teoria de grafos estructurada por
Ali Kaveh analiza la topologia de la conectividad para optimizar la
formulacién matricial, la esparsidad y el acondicionamiento numérico

de los métodos clasicos de analisis estructural.

Una estructura discreta se modela topolégicamente mediante un
grafo S = (V,E), donde el conjunto de vértices V(S) representa los nudos

o articulaciones, y el conjunto de aristas E(S) representa Los elementos
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unidimensionales. EL primer nimero de Betti o rango del circuito g,(S)

define el nimero de ciclos independientes del grafo:

B1(S) = |E| = [V] +v(S)
donde y(S) denota el nimero de componentes conexas del grafo. Para
el caso de porticos tridimensionales continuos (estructuras con uniones
rigidas que transmiten momentos), el Grado de Indeterminacion
Estatica (DSI o y,(S)) depende de la topologia ciclica segun la

formulacidon de Kaveh:

¥s(8) = 6B:(S) = 6(|E| — V| +¥(S))

En el caso de reticulados espaciales con articulaciones esféricas
perfeccionadas (cerchas tridimensionales), la ecuacién adapta las

restricciones nodales segln la expresion:
¥s(8) = |E| = 3|V +6

En la aplicacién del Método de las Fuerzas, la matriz de flexibilidad
del sistema F se obtiene mediante la proyeccién de los elementos
flexibles sobre una Base Ciclica Generalizada (GCB). La esparsidad y la
estructura de banda de la matriz F son equivalentes al patrén de la

matriz de adyacencia de ciclos C, del grafo subyacente.

Cuando una estructura presenta variaciones marcadas en las
rigideces relativas de sus elementos, las elegidas arbitrariamente como
bases ciclicas inducen matrices de flexibilidad con un elevado numero
de condicidon «(F), lo que genera errores de redondeo en el proceso de
inversion. Para resolver este problema, los algoritmos desarrollados por

Kaveh seleccionan bases ciclicas subminimas y subdptimas. En lugar de
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minimizar Unicamente la longitud de los ciclos (como en el algoritmo
estandar de Greedy), estos algoritmos minimizan las superposiciones o
solapamientos (overlaps) entre los ciclos de la base, lo que garantiza la
dominancia diagonal de la matriz de flexibilidad y optimiza el

acondicionamiento numeérico de la solucidn.

De forma dual, en el Método de los Desplazamientos, la matriz de
rigidez global K se construye mediante una Base Cocociclica o conjunto
de cortadura (Cut-Set Basis). La generacién de conjuntos de cortadura
asociados a los vértices aisla las ecuaciones de equilibrio nodal de
manera sistematica. La reordenacién nodal dptima mediante la
construcciéon de grafos K-totales permite reducir el ancho de banday el
perfil de la matriz de rigidez, maximizando la eficiencia computacional
en la resolucidn de sistemas algebraicos lineales mediante eliminacidn

gaussiana.

Rigidez de primer orden, estructuras autotensadas y
tensegridad

La presencia de mecanismos inextensionales (m > 0) no implica
indefectiblemente el colapso cinematico de una estructura. La existencia
simultdnea de estados de autotensién (s > 0) introduce un efecto de
rigidez geométrica que estabiliza los modos de deformacion

infinitesimales (Pérez, 2015).

La matriz de rigidez tangencial K, de un ensamblaje pretensado
se compone de la suma de la matriz de rigidez elastica de primer orden

K. y la matriz de rigidez geométrica o de esfuerzo inicial K:
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K, =K, +K,

donde la componente elastica responde a la formulacién K, = AEAT,
siendo E la matriz de rigidez constitutiva del material. Para un modo
inextensional definido por un vector de desplazamiento m; € null(A?), la
contribucién elastica se anula (K,m; = 0). En tales circunstancias, la
estabilidad de primer orden del mecanismo depende del escalar

resultante de la proyecciéon de la rigidez geométrica:
A =m]K;m;

Un valor A; > 0 indica que la autotension confiere rigidez de
primer orden al mecanismo infinitesimal, transformandolo en un modo
cinematico rigido frente a acciones externas. Si 4; =0, el modo
permanece como un mecanismo finito de orden superior. Por el contrario,
si 4; <0, la autotensién induce una rigidez geométrica negativa que

desestabiliza la respuesta cinematica.

Esta rigidez inducida por pretensado constituye el principio de
funcionamiento de las estructuras de tensegridad—sistemas formados
por componentes de compresion discontinuos (puntales) suspendidos
dentro de una red continua de componentes en traccién (cables)—

popularizadas por Buckminster Fuller y Kenneth Snelson.

El disefio de estos sistemas requiere resolver el problema de
bdsqueda de forma (form-finding), consistente en identificar posiciones
nodales y distribuciones de fuerza que garanticen el equilibrio estatico
autotensado. La formulacién de densidad de fuerza introducida por

Schek reconfigura la matriz de equilibrio definiendo las variables q; =
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tj/L;, donde t; es el esfuerzo y L; la longitud del elemento j. Esto
transforma el sistema en un operador lineal gobernado por la matriz de
densidad de fuerza D. Para garantizar la superestabilidad de un sistema
de tensegridad, la matriz D debe ser semidefinida positiva con un rango
m=n—d—1 (donde n es el nimero de nudos y d la dimensién
espacial), asegurando la estabilidad global independientemente de las

propiedades elasticas de los cables y puntales.

En el ambito del analisis estructural avanzado, investigaciones
recientes basadas en algebras homoldgicas y cohaces celulares (cellular
cosheaves) han extendido estos principios topoldgicos a marcos rigidos
continuos que transmiten momentos flectores y esfuerzos cortantes.
Mediante el establecimiento de secuencias exactas largas de homologia,
se ha logrado unificar la contabilidad clasica de Maxwell-Calladine
disefiada para cerchas articuladas con el primer nimero de Betti (5,)
representativo de los ciclos en marcos con momento. Este enfoque
resuelve las singularidades geométricas presentes en las cerchas
articuladas (como la configuracion de Desargues) y absorbe las
inestabilidades infinitesimales mediante campos de deformacién por

flexion local.

Comparativa de marcos formulativos topoldgicos vy
matriciales

En la tabla 3 se presentan las caracteristicas distintivas de los
cuatro marcos computacionales mas relevantes empleados en la
determinaciéon estatica y cinematica avanzada, desde la interpretacidn

de los autores, con base en los fundamentos de Petkov (2026):
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Tabla 3: Comparacién de marcos formulativos topoldgicos y matriciales segin Petkov

(2026)
Operador Representaci Entidad Ventaja
Marco Tedrico Fundament 6n Espacial / Objetivo Computacio
al Topoldgica Calibrada naly Fisica
Caracteriza
, mecanismos
Geometria Subespaci de cuerpo
SVD de Matriz de euclidiana P , P
. e . os null(A) rigido,
Pellegrino- Equilibrio cartesiana null(AT) mecanismos
Calladine A € R3¥/*P nodal y )
) . (s,m,7) internos y
directriz
estados de
autotension.
Minimiza la
Bases superposicié
Método de las . Grafo del ciclicas
Matriz de . . n (overlaps)
Fuerzas por - sistema S= subminim .
- Flexibilidad entre ciclos,
Bases Ciclicas V,E) e as y .
Global F , i optimizando
(Kaveh) hipergrafos suboptima .
el numero de
s (GCB) s
condicion.
Optimiza el
ordenamient
Mé .
etodo _de . Grafo dual y Reduccion ° . nodal
Desplazamien Matriz de . mediante
. particiones de de ancho
tos por Bases Rigidez - grafos K -
L. vértices (Cut- de banday
Cocociclicas Global K Sets) orfil totales para
(Kaveh) P soluciones
matriciales
directas.
. Unificacié
_ Complejos de la Integra la
Cohaces Secuencias celulalrgs regla flexion y el
Celulares, Yy Exactas de topoldgicos Maxwell- cortante;
Homologia Homologia d - ; elimina
. . Calladine
Estructural H (F) dimensionale con Betti singularidad
S
B1) €s
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Operador Representaci Entidad Ventaja
Marco Tedrico Fundament 6n Espacial / Objetivo Computacio
al Topoldgica Calibrada naly Fisica

geométricas
locales.

La determinacidn estatica y cinematica en sistemas estructurales
ha evolucionado desde los esquemas de recuento escalar hacia un
marco matematico integrado en el dlgebra lineal de espacios vectoriales,

la teoria de grafos y la homologia topoldgica.

La descomposicion ortogonal de la matriz de equilibrio mediante
la descomposicién en valores singulares (SVD) constituye una
metodologia rigurosa para la caracterizacion de sistemas discretos,
permitiendo diferenciar la movilidad cinematica de los estados de
autotensién y evaluando el papel de la rigidez geométrica en la

estabilizacion de mecanismos infinitesimales (Fallas et al., 2021).

Asimismo, los métodos topoldgicos basados en grafos
demuestran que la eficiencia computacional y la estabilidad numérica
no dependen exclusivamente de los algoritmos de resolucidon algebraica,
sino de la selecciéon de bases ciclicas y cociclicas que minimicen la

superposicién topoldgica de los elementos.
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Capitulo 3

Estabilidad y condicionamiento de sistemas
isostaticos: un analisis matricial, numérico y
topoldgico

La mecanica de estructuras y la fisica de materia condensada
convergen de manera fundamental en el estudio de los sistemas
isostaticos. Definidos en la estatica clasica como aquellos sistemas
articulados donde el nimero de restricciones cinematicas se equipara
de forma exacta con el nimero de grados de libertad independientes,
los sistemas isostaticos se sitian en el limite critico entre la flexibilidad

mecanica y la rigidez estructural.

El analisis moderno de estas estructuras supera la regla de conteo
escalar tradicional, empleando formulaciones rigurosas del algebra
lineal computacional como la descomposicidon en valores singulares
(SVD) de la matriz de equilibrio, la teoria de operadores diferenciales
discretos y el estudio de la topologia de bandas en metamateriales

elasticos.

El comportamiento mecanico de una estructura isostatica es
intrinsecamente sensible a su geometria exacta, a la configuracion
espacial de sus conexiones y al condicionamiento numérico de sus
matrices gobernantes. Una pequefia perturbacién geométrica en la

posicion de sus nudos puede transformar un sistema nominalmente
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estable en una estructura singularmente inestable o susceptible a

mecanismos infinitesimales de energia cero (Lizarraga, 1990).

Por este motivo, la comprensién detallada de la estabilidad
geométrica, la rigidez por preesfuerzo y el condicionamiento matricial
resulta imprescindible para el disefio de estructuras desplegables, redes
de tensegridad de alto rendimiento y metamateriales mecanicos

programables.

Fundamentos matriciales y criterio de Maxwell-Calladine

El equilibrio estatico y la compatibilidad cinematica de un sistema
articulado compuesto por Nzbarras y Nnudos en un espacio euclideo de
dimension dse formulan mediante ecuaciones matriciales lineales que
vinculan los desplazamientos nodales u € R%”, las elongaciones axiales
de las barras e € RV2, las fuerzas externas aplicadas fe R¥"y las
tensiones o compresiones internas t € RV2. La relacién de equilibrio en
la configuracidon no deformada viene dada por la ecuacidén matricial

(Rocks y Mehta, 2024):
Ht=f

donde H € R*¥*Nsrepresenta la matriz de equilibrio de la estructura. Por
aplicaciéon directa del principio de los trabajos virtuales, la
compatibilidad cinematica dual que expresa el alargamiento o
acortamiento de las barras en funcién de los desplazamientos nodales
queda definida por la matriz de compatibilidad C e RVsX4N |

cumpliéndose rigurosamente que C = HT.
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EL criterio histdrico planteado por Maxwell establece que un
sistema espacial sin restricciones de apoyo es isostatico cuando el
ndmero de grados de libertad no restringidos satisface N, = dN — Ny =
f(d), siendo f(d) = d(d + 1)/2el nimero de movimientos rigidos en el
espacio d -dimensional. No obstante, la reformulacién generalizada
introducida por Calladine demostré que la existencia simultdnea de
estados de autoesfuerzo y mecanismos infinitesimales invalida la regla
contable simple, imponiendo la relacién vectorial:

Ny — Ng = dN — Ny
donde Ngdenota el nimero de estados de autoesfuerzo independientes
y Nyrepresenta la dimensién total del espacio nulo cinematico, el cual
incluye tanto los f(d) movimientos de cuerpo rigido como los
mmecanismos internos de deformacién inextensional (m = N, — f(d)).
Una estructura se define como rigurosamente isostatica en sentido
estatico y cinematico cuando Ng = 0y m = 0, lo que conduce a un nimero

medio de coordinacién o valencia nodal zigual al valor critico z. ~ 2dbajo

condiciones de frontera abiertas o periddicas.

Descomposicion en valores singulares y espacios
vectoriales

La caracterizacién completa del comportamiento cinematico y
estatico de un ensamblaje articulado se obtiene mediante la
descomposicién en valores singulares (SVD) de la matriz de equilibrio
H, de acuerdo con el marco teérico consolidado por Pellegrino vy
Calladine. La matriz Hse factoriza en la forma (Alessandrini et al.,,

2021):
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H=UzvT

donde U € R¥W*xaNy y € RN8XNeson matrices ortogonales cuya estructura

define bases orquestadas para los espacios nodales y de barras,

respectivamente, mientras que I € R**Ns contiene los valores

singulares g, > 0, > - > g, > 0, con r = rango(H) (véase la tabla 4).

Tabla 4: Subespacio matricial ortogonal

Subespacio Definicion Dimensidn Significado Estructural y

Fundamental Matematica Mecanico

Matricial

Nucleo de H Null(H) s=Ngp—r Estados de autoesfuerzo
={te R | Ht autosostenidos (Ns) en ausencia de
=0} cargas externas.

Imagen de H Range(H) r Conjunto de fuerzas nodales
={feR™|f =rango(H)  externas garantizadamente
= iy equilibrables.

Ntcleo de H” Null(HT) m' =dN —r Mecanismos de  deformacion
={ueR™ |H™u inextensional (N,) y movimientos
=0} rigidos.

Imagen de HT Range(HT) T Deformaciones elasticas de barras

= EfTE}RNB le =rango(H)  cinematicamente compatibles.
=H'u

En una estructura isostatica perfecta de rango completo, el rango

r equivale al nimero total de barras Ng, lo que anula la dimensidn del
nicleo de H (s=0) y restringe la dimensiéon del nlcleo de
HTestrictamente a los desplazamientos rigidos globales (m' = f(d)). La

descomposicién ortogonal permite aislar con precisién matematica si un
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mecanismo detectado corresponde a wuna flexibilidad finita o
infinitesimal, aportando una herramienta de calculo unificada para
resolver problemas estaticos e indeterminaciones cinematicas sin

recurrir a suposiciones heuristicas.
Condicionamiento numérico e inestabilidad geométrica

La viabilidad practica y la estabilidad fisica de un sistema
isostatico no dependen Unicamente del valor discreto de su rango
matricial, sino también de la sensibilidad de la matriz de equilibrio
Hfrente a perturbaciones geométricas en la localizaciéon de sus nudos.
ElL condicionamiento numérico de la estructura se cuantifica
formalmente mediante el nimero de condicién de H, el cual se expresa
como la razén entre su valor singular maximo y su valor singular minimo
no nulo (Rodriguez et al., 2017):

Omax (H)
Omin (H)

k(H) =

Un sistema geométricamente bien configurado presenta un
ndmero de condicion moderado, lo que asegura que las fuerzas internas
calculadas varien de forma suave y proporcional frente a desviaciones
menores en las cargas aplicadas. No obstante, cuando la disposicidon
geométrica de las barras se aproxima a una alineacién critica —por
ejemplo, cuando tres o mas articulaciones se vuelven casi colineales o
cuando multiples barras convergentes se orientan de forma cuasi-

coplanar— el valor singular minimo o,,;, (H)tiende asintéticamente hacia

cero. En estas condiciones, aunque la matriz Hmantenga formalmente
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su rango pleno desde un punto de vista puramente simbdlico, el sistema
se vuelve numéricamente mal condicionado o singularmente

inestable.

El mal condicionamiento matricial desencadena fendmenos
mecanicos severos que comprometen la integridad de la estructura. En
primer lugar, se produce una amplificacion extrema de las fuerzas
internas; cargas externas de magnitud modesta aplicadas en la
direcciéon del vector singular asociado a o,,;, demandan tensiones y
compresiones de escala 0(1/0y,,,), superando con frecuencia los limites

de fluencia o induciendo el colapso localizado.

En segundo lugar, el sistema demuestra una extrema sensibilidad
a las tolerancias de fabricacién e imperfecciones del montaje, donde
desviaciones milimétricas en la posicion de los nudos alteran
radicalmente la distribucién interna de esfuerzos. Finalmente, la
estructura experimenta una pérdida drastica de rigidez efectiva frente a
ciertos patrones de carga, exhibiendo una respuesta cinematica
excesivamente blanda que simula mecanicamente la presencia de un

mecanismo infinitesimal no restringido.
Estabilidad por preesfuerzo y rigidez geométrica

En sistemas que exhiben mecanismos infinitesimales no
restringidos de primer orden (m > 0), la rigidez eldastica convencional
resulta insuficiente para resistir perturbaciones en las direcciones de
deformaciéon de energia cero (véase la tabla 5). Sin embargo, la

estructura puede recuperar la estabilidad estatica mediante la
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introduccidn deliberada de un estado de autoesfuerzo previa aplicacion
de cargas externas, principio fundamental que rige el comportamiento
de las estructuras de tensegridad y los reticulados hiperestaticos

pretensados (Agredo, 2016).

ELl comportamiento elastico linealizado de un sistema articulado
sometido a desplazamientos nodales viene gobernado por la matriz de
rigidez tangente K, la cual se descompone aditivamente en dos

términos diferenciados:
Kr = K, + K,

donde K.es la matriz de rigidez elastica del material y K representa la
matriz de rigidez geométrica o de esfuerzo inicial. La componente
elastica se ensambla mediante la matriz de compatibilidad Cy la matriz
diagonal de rigideces axiales k = diag(E;4;/L;)segun la formulacion K, =
CTkC = HkHT . Dado que para cualquier modo de deformacion
infinitesimal m;, € Null(HT)se satisface Cm,, = 0, la contribucién elastica
a la energia de deformacién es nula (mlK.m, =0), dejando la
estabilidad cinematica del mecanismo supeditada de manera exclusiva

al término geométrico K.

La matriz de rigidez geométrica K, € R**4"se genera a partir del
vector de autoesfuerzo t, € Null(H)o mediante la matriz de densidad de
fuerzas O, adoptando la estructura tensorial K, =0 ® I, , donde

I;representa la matriz identidad d-dimensional.
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Tabla 5: Estado de estabilidad, respuesta mecanica y dinamica

Estado de Condicion Matematicadela Respuesta Mecanicay Dinamica
Estabilidad Matriz K

Rigidez Elastica K, es definida positiva sobre  La geometria imparte rigidez directa
Primaria RN \ Null(HT) sin requerir preesfuerzo previo.

Estabilidad por
Preesfuerzo

m;K,m; >0 Vm,
€ Null(H™)
\ {0}

El autoesfuerzo aporta rigidez de
segundo orden a los mecanismos
infinitesimales.

Superestabilidad

K, es semi-definida positiva
globalmente y no requiere

Estabilidad incondicional e
independiente del mddulo de Young

elasticidad de los elementos.

Inestabilidad por
Pandeo <0

det(K;) = det(K, + K,)

global.

De acuerdo con el teorema de Calladine y Pellegrino, la condiciéon
necesaria y suficiente para que un sistema sea estable por preesfuerzo
es que exista al menos un estado de autoesfuerzo de
traccién/compresion toque haga que la forma cuadratica m;K;m,sea
estrictamente definida positiva para todo mecanismo infinitesimal no

nulo.

No obstante, la elevacidon indiscriminada de los niveles de
preesfuerzo introduce efectos no lineales contraintuitivos. Mientras que
incrementar la tensién en los miembros de traccidon aumenta la rigidez
geométrica inicial, induce simultdneamente un incremento proporcional

en las fuerzas de compresion presentes en las barras rigidas. Cuando la
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carga axial de compresién se aproxima a los limites de estabilidad
elastica o de pandeo euleriano de los elementos individualizados, los
autovalores negativos introducidos por la componente de compresién
en K, neutralizan los autovalores positivos de K, , conduciendo

inevitablemente al colapso por pandeo critico del ensamblaje.

Avances topoldgicos y aplicaciones en metamateriales

El estudio de la isostaticidad y el condicionamiento matricial ha
experimentado una profunda transformacion con la introduccién de los
conceptos de la topologia de bandas en la ciencia de materiales y los
metamateriales mecanicos. Los reticulados periddicos isostaticos,
conocidos ampliamente como redes de Kane-Lubensky, constituyen
estructuras infinitas o repetitivas donde el numero medio de
coordinacion por nudo satisface exactamente la condicidn critica de

Maxwell z = z, = 2d.

El analisis elastodinamico de estas redes se realiza transformando
la matriz de compatibilidad al espacio de momentos mediante el
teorema de Bloch, permitiendo obtener la matriz de compatibilidad de
onda C(k)en funcidén del vector de onda kdentro de la zona de Brillouin.
Cuando un reticulado isostatico posee una estructura gapeada, su
espectro de fonones presenta una brecha aculstica completa a
frecuencias no nulas, reservando los modos de energia cero Unicamente
para las translaciones globales en el centro de la zona de Brillouin (k =
0). La estructura global del cristal se caracteriza mediante un invariante
topoldgico no trivial denominado vector de polarizacién topoldgica Ry,

expresado como:
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RT = —zniai

i
donde a;son los vectores primitivos de la red cristalina y n;representan

los indices de winding topoldgicos calculados a partir de las fases del

determinante de C(Kk).

La existencia de una polarizacidon topoldgica no nula Ryaltera
radicalmente la respuesta mecanica del metamaterial en sus fronteras
fisicas y discontinuidades internas. En los bordes libres de la estructura,
la polarizacion topoldgica rompe la simetria traslacional de la rigidez,
provocando la acumulacién localizada de mecanismos cinematicos
flexibles (floppy modes) en una superficie especifica, mientras que el
borde opuesto queda desprovisto de mecanismos y concentra los

estados de autoesfuerzo de frontera.

Esta polarizaciéon adquiere una relevancia critica en el disefio de
interfaces y paredes de dominio. Al ensamblar dos dominios de
metamaterial isostatico caracterizados por vectores de polarizacién
opuestos (Rr; # Ry, ), la pared de contacto alberga estados de
autoesfuerzo topoldgicamente protegidos de forma intrinseca. Dichos
estados canalizan y concentran las fuerzas externas aplicadas
exclusivamente a lo largo de la linea de interfaz, desencadenando
procesos de pandeo localizado altamente controlables cuando la carga

supera el umbral critico de compresion.

Esta capacidad de guiar la deformacién elastica de manera no
local permite fabricar dispositivos de proteccidn contra impactos,

absorbedores de energia programables y estructuras metamateriales
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adaptativas que conservan su funcionalidad aun en presencia de

desorden estructural o pequefias variaciones geométricas.

En el campo de las estructuras desplegables y la robdtica espacial,
los fundamentos de la isostaticidad modificada se aplican en el analisis
de sistemas de tensegridad asimétricos equipados con actuadores
agrupados o continuos. Al integrar cables continuos que pasan a través
de poleas o articulaciones lisas accionadas por un nimero reducido de
motores, se reconfiguran las ecuaciones de equilibrio estatico de los
cables, reduciendo sustancialmente los grados de libertad de control y
manteniendo la rigidez geométrica global mediante la preservacion
estricta de la condicién definida positiva de la matriz K4en el subespacio

cinematico del sistema.

El andlisis integrado de la estabilidad y el condicionamiento de los
sistemas isostaticos revela que la rigidez de un ensamblaje articulado
no constituye un atributo meramente cuantitativo derivado de la
densidad de barras, sino una propiedad algebraica y geométrica
altamente condicionada. EL empleo de criterios escalares simples como
la regla de Maxwell resulta manifiestamente insuficiente para
diagnosticar la viabilidad de estructuras complejas en las proximidades
de configuraciones singulares o bajo perturbaciones nodales (Vergara,

2023).

La descomposicién en valores singulares (SVD) de la matriz de
equilibrio se consolida como la herramienta analitica fundamental para

evaluar de manera unificada la estaticidad y la cinematica de cualquier
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reticulado. El analisis sistematico de los cuatro subespacios vectoriales
fundamentales y del nimero de condicidn x(H)permite identificar no
solo la presencia de mecanismos infinitesimales o redundancias
estaticas, sino también prever la susceptibilidad del sistema a
concentraciones destructivas de tensién e inestabilidades numéricas

provocadas por pequeias desviaciones de montaje.

Asimismo, la introduccidn de preesfuerzo mediante la matriz de
rigidez geométrica K, proporciona un mecanismo efectivo para
estabilizar modos cinematicos no restringidos, aunque exige un control
riguroso de las fuerzas de compresidn resultantes para no inducir el
colapso por pandeo critico. Finalmente, la convergencia entre la
mecanica matricial clasica y la topologia de bandas abarca una de las
fronteras mas prometedoras de la ingenieria de estructuras,
posibilitando el desarrollo de metamateriales capaces de guiar la
deformacién, localizar estados de autoesfuerzo y ofrecer respuestas
mecanicas programables con una robustez intrinseca ante el desorden

geomeétrico.

45



Capitulo 4

Métodos variacionales y energéticos en la
determinacion de deformaciones en sistemas
isostaticos

EL analisis del comportamiento elastico de las estructuras
isostaticas bajo la accién de cargas externas se fundamenta en los
principios de conservacion de la energia y en las leyes de la
termodinamica de sélidos deformables. Cuando un sistema isostatico se
somete a un conjunto de fuerzas o momentos externos aplicados de
manera estatica y gradual, las fuerzas realizan un trabajo externo (W,,,)

sobre la estructura.

Como respuesta a este estimulo, las fibras del material
experimentan deformaciones internas, acumulando energia en forma de
energia elastica de deformacién (U). En ausencia de pérdidas disipativas
significativas —tales como efectos térmicos no reversibles o fluencia—,
el principio de conservacidon de la energia establece la equivalencia
estricta entre el trabajo externo ejecutado y la energia interna

almacenada (W,,, = U).

El trabajo externo realizado por una carga puntual P; aplicada
gradualmente desde un valor nulo hasta su magnitud final,
incrementando linealmente el desplazamiento d; , se expresa

formalmente como (Pan et al., 2020; Zhang et al., 2015):
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1
Wext = Epidi

Para entender la respuesta estructural completa es preciso
diferenciar entre la energia de deformacién (U ) y la energia
complementaria (U*, a menudo denotada como (). Graficamente, en un
diagrama carga-desplazamiento, la energia de deformacion U
representa el area situada bajo la curva, calculada como la integral de

la fuerza con respecto al desplazamiento:
d;
0

Por su parte, la energia complementaria U* representa el area
comprendida por encima de la curva de carga-desplazamiento, limitada

por el eje de las cargas:

Pj
Ur = d; dP
0

En materiales con comportamiento eldstico lineal que obedecen
la Ley de Hooke, la relacidn entre fuerza y deformacidn es estrictamente
proporcional. Bajo esta condiciéon cinematica y constitutiva, se cumple
que la energia de deformaciéon y la energia complementaria son
numéricamente equivalentes (U = U*). Esta identidad es la piedra
angular que permite la aplicacién intercambiable de teoremas

energéticos basados en desplazamientos o en fuerzas.

A nivel microscépico y seccional, la energia elastica de

deformacién acumulada dentro del volumen del sélido deformable (V)
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se calcula integrando la densidad de energia elastica u, la cual depende

del tensor de tensiones (o;;) y del tensor de deformaciones (e;;):

eij
U= f (f O-ij dEij) av
%4 0

En el contexto de la teoria de barras para sistemas isostaticos
unidimensionales, como vigas, porticos y cerchas, la integracién
tridimensional de la densidad energética se simplifica mediante la
integracion sobre la longitud de la barra (x) de los esfuerzos internos
resultantes: esfuerzo axil (), momento flector (M), esfuerzo cortante (V)

y momento de torsidn (T) (véase la tabla 6).

Tabla 6: Modelo diferencial e integral para estimar la energia elastica de deformacion

Expresion Diferencial de

Solicitacion . L. Formulaciéon Integral a lo
Energia de Deformacion
Interna (dU) Largo del Elemento (U)
Esfuerzo Axil N(x)? p JL N(x)? 4
= ———— = x
() N T 2EAG) N ), 2EAGY
Momento dU. = M(x)? 4 3 fL M (x)?
Flector (M) M =2k M=) 2EI)
Esfuerzo AU = aV(x)? _jL aV(x)zd
Cortante (V) V= 26a00) Y V=), 26a00)
Momento QU = T(x)? 4 3 _[L T(x)? 4
Torsor (T) 50 T ), 26](%) X

En las formulaciones descritas, E representa el mdédulo de

elasticidad longitudinal, ¢ es el médulo de elasticidad transversal o de
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cortante, A(x) es el area de la seccién transversal, I(x) es el momento
de inercia de la seccidn, J(x) denota la constante de rigidez a la torsidn,

y a es el factor de forma por cortante.

Dado que la energia de deformacién depende del cuadrado de los
esfuerzos internos, el principio de superposiciéon no puede aplicarse
directamente a la energia total. La energia producida por la accidn
simultanea de dos sistemas de cargas no equivale a la suma algebraica
de las energias producidas por cada sistema actuando de forma aislada,
debido a la presencia de términos cruzados de trabajo mutuo. No
obstante, la linealidad constitutiva si permite superponer los esfuerzos
internos y los desplazamientos resultantes, sobre los cuales se

fundamentan las formulaciones variacionales.

El principio de los trabajos virtuales y el método de la carga
unitaria

El Principio de los Trabajos Virtuales (PTV) constituye una de las
herramientas mas potentes y versatiles de la mecanica de sdlidos
deformables, pues no exige la existencia de una funciéon de energia
potencial estricta y es aplicable tanto a analisis lineales como a
configuraciones no lineales. Para la determinacién de desplazamientos
y giros en sistemas isostaticos, el PTV se operacionaliza mediante el
denominado Método de la Carga Unitaria o sistema de fuerzas virtuales

(Chowdhury y Summerscales, 2024).
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El fundamento conceptual del PTV para el calculo de deformaciones

se basa en la imposicidn de dos estados completamente independientes

pero compatibles entre si (Wang et al., 2021):

Estado Real (Sistema de Deformacidn): Representa la estructura
isostatica real sometida al sistema de cargas externas reales,
variaciones térmicas o asentamientos, de donde se derivan las
deformaciones reales del material (e, y, x) y los desplazamientos

reales (4, 0).

Estado Virtual (Sistema de Fuerzas): Consiste en la misma
estructura isostatica en equilibrio, pero despojada de las cargas
reales y sometida exclusivamente a una carga virtual unitaria sin
dimensidén (P* = 1) aplicada en el nudo o seccién transversal en la
que se desea determinar el desplazamiento, y actuando en la
direccién especifica de dicho desplazamiento. Si se busca calcular
un giro angular (8), la accién virtual corresponde a un momento

par unitario virtual (M* = 1).

Al aplicar el principio de conservacion del trabajo virtual, el

trabajo virtual externo realizado por la carga unitaria sobre el

desplazamiento real (6W;,,) se iguala al trabajo virtual interno realizado

por las fuerzas internas virtuales sobre las deformaciones reales del

material (6W;,,):

* _ *
ext — SWint
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o= [N e+ [ B0 e+ [ 76 prea) d
0 L_ 0 0
+[ 76 dreu) d
Donde N(x), M(x), V(x) y T(x) representan las leyes de esfuerzos
internos generadas Unicamente por la carga o momento unitario virtual,
mientras que las deformaciones reales se expresan en funcion de las

cargas reales y la rigidez de la estructura:

N(x) M(x) aV(x) T(x)

ﬂ' Xreal(x) = 7' Vreal(x) = GA ' ¢real(x) = G—]

€real (x) =

Sustituyendo estas relaciones constitutivas en la formulacién del
trabajo virtual, se obtiene la Ecuacidn General de Deformacion por Carga
Unitaria para vigas y porticos isostaticos:

_ (NN LMQOOM(x) Lav(x)V(x) LT(x)T(x)
A—J;) de-FJ;) de-FJ(; G—Adx-l_L G—]dx

En el caso especifico de cerchas o armaduras articuladas
isostaticas, donde los elementos estructurales solo experimentan
esfuerzos axiales puros y sus secciones transversales permanecen
constantes a lo largo de cada barra, la integral se reduce a una suma

discreta sobre el total de barras (n) de la estructura:

n —

A= Z N;N;L;
i EiA;
=1

Una ventaja determinante del PTV frente a métodos geométricos

directos estriba en su capacidad para abordar efectos no mecanicos
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como gradientes térmicos, errores de fabricacién e imperfecciones

geomeétricas iniciales.

Cuando una barra experimenta una variacion térmica homogénea
(AT), su deformacidn longitudinal real viene dada por €em, = a,AT,
donde «a,, es el coeficiente de dilatacidn térmica. Si ademas existe un

gradiente térmico lineal entre la fibra superior e inferior de una viga

. AT

(ATyraq = Ting — Tsup ), S€ induce una curvatura real xiemp = w
donde h es el canto de la seccion. Del mismo modo, si una barra de una
cercha presenta una imperfeccién longitudinal de fabricacion (AL,), esta

actda directamente como una deformacion impuesta.

La ecuacién del trabajo virtual que integra estos efectos en un

sistema isostatico adopta la siguiente forma ampliada:

n
M (x a ., AT,
A= Z ( *+ aATiL; +ALOL fM( )( E(I)+ th h”‘”)dx
i=1

Puesto que los sistemas isostaticos no poseen restrinjencias
redundantes, los cambios térmicos uniformes y los errores de
fabricaciéon no generan esfuerzos internos adicionales (N = 0, M = 0). Sin
embargo, producen deformaciones geométricas puras que el PTV evalla
mediante la proyeccién de dichos desplazamientos reales sobre la red
de esfuerzos internos virtuales (N, M) dictados por la geometria estatica

de la estructura.

Principios variacionales y teoremas de Castigliano
Los métodos variacionales formalizan la blsqueda de

configuraciones de equilibrio a través de la minimizacién o
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estacionariedad de funcionales energéticos. El Principio de la Energia
Potencial Total ( I=U-W,, ) establece que, de todas las
configuraciones cinematicamente admisibles que un sélido deformable
puede tomar, la configuracion que satisface el equilibrio estatico es

aquella que minimiza el funcional de energia potencial total.

A partir del desarrollo del calculo variacional aplicado a
estructuras elasticas, el ingeniero italiano Alberto Castigliano postuld
dos teoremas fundamentales que relacionan las derivadas parciales de

las funciones de energia con las fuerzas externas y los desplazamientos.
Primer teorema de Castigliano

Establece que si la energia elastica de deformacién de una
estructura elastica se expresa en funcién de los desplazamientos
nodales d;, la derivada parcial de la funcién de energia de deformacion
con respecto a un desplazamiento determinado d, es igual a la fuerza
externa P, actuante en ese punto y en la direccion de dicho
desplazamiento:

AU (dy, dy, .., dy)
dd,

= Pk
Andalogamente, la derivada parcial con respecto a una rotacién
angular 6, produce el momento flector o par aplicado en dicho punto:

o _
36,

EL Primer Teorema es de caracter general y resulta aplicable tanto

a sistemas elasticos lineales como a sistemas elasticos no lineales. Su
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uso se orienta primariamente a la formulacién de ecuaciones de rigidez
en el método de los elementos finitos y en el andlisis de sistemas no
lineales, siendo menos directo para hallar desplazamientos puntuales

en estructuras isostaticas calculadas manualmente.
Segundo teorema de Castigliano

EL Segundo Teorema de Castigliano postula que si la energia
complementaria de deformacion de una estructura eldstica se expresa
en funcidn de las fuerzas aplicadas P;, la derivada parcial de la energia
complementaria respecto a una fuerza puntual externa P, es igual al
desplazamiento d, del punto de aplicacion de dicha fuerza en la
direccion de su linea de accién:

our
P,

dy

Para el caso particular de materiales con respuesta elastico-lineal,
donde la energia de deformacidn es idéntica a la energia
complementaria (U = U*), el teorema permite reemplazar la energia
complementaria por la energia elastica convencional:

oU(Py, Py, ..., P
aP,

= d,

Sustituyendo la integral de energia de deformacidn por flexién en
la formulacidn del Segundo Teorema, y aplicando la regla de la cadena

para la derivacién bajo el signo integral, se obtiene:

0 LM (x)? LM(x) (0M(x)
dk:aPkOO 2El dx>=J0 El ( P, )dx
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Equivalencia formal entre Castigliano I1 y el principio de los
trabajos virtuales

La relacion matematica entre el Segundo Teorema de Castigliano
y el Método de la Carga Unitaria muestra una coincidencia de fondo. Al
diferenciar el momento flector total M(x) producido por un conjunto de
cargas reales con respecto a una fuerza especifica P,, el término
analitico resultante corresponde exactamente a la ley de momentos

flectores generada por una carga unitaria aplicada en la posicion de P;:

oM(x) _
ap, M)

Por consiguiente, ambas expresiones convergen analiticamente

M(x)M(x) dx

en la integral [ ——

La diferencia radica en el procedimiento de
calculo: mientras que el PTV requiere plantear dos sistemas estaticos
independientes (realy virtual), el Segundo Teorema de Castigliano opera
derivando algebraicamente la funcidén parametrizada del momento

flector con respecto a las magnitudes de carga actora.
Técnica de cargas ficticias o modales

El Segundo Teorema de Castigliano exige la presencia de una
fuerza o momento concentrado real en la posicién exacta y en la
direccién del desplazamiento o giro que se desea calcular. Para evaluar
desplazamientos en secciones no cargadas o determinar giros en puntos

intermedios, se aplica la técnica de la carga ficticia o auxiliar.

Este procedimiento consiste en introducir una carga puntual

ficticia P, (0 un momento ficticio M,) en la posiciéon y direccién del
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desplazamiento de interés. Posteriormente, se determinan las leyes de
esfuerzos internos M(x,P,) incorporando la variable P, en las

ecuaciones de equilibrio, y se evalla la derivada parcial de dichas leyes
respecto a la variable auxiliar (377). Finalmente, se ejecuta la integracion
0

sustituyendo P, =0 inmediatamente después de operar la
diferenciacién algebraicamente, anulando el impacto de la carga ficticia

sobre el estado de tensiones reales:

LM(x, Py) <6M(x, P0)> i

dk = lim aPO

P~0 ),  EI

Esta metodologia resulta equivalente en rigor al método de la
carga unitaria pero mantiene una representacién matematica continua

mediante derivadas parciales.

Influencia de la deformacion por cortante y factores de
forma

En la teoria clasica de vigas de Euler-Bernoulli, se asume la
hipdtesis cinematica de que las secciones transversales originalmente
planas y perpendiculares al eje neutro permanecen planas vy
perpendiculares a dicho eje tras la deformacion. Esta simplificacion
ignora la distorsion angular provocada por las tensiones tangenciales
de cortante (y,, = 0). No obstante, en la teoria avanzada de vigas de
Timoshenko, la distorsién por cortante se incorpora explicitamente,

separando la pendiente total de la deformada (Z—Z) en dos componentes:

la rotacién de la seccidn por flexién pura (9) y la distorsiéon angular por

cortante (y) (David et al., 2020):
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dv
=000 +7()

Puesto que las tensiones tangenciales (z,,) no se distribuyen

uniformemente sobre el area de la secciéon transversal —variando de

voly)

G la fibra

acuerdo con la formula de Collignon-Jourawski 7(y) =

neutra y las fibras extremas experimentan distintos niveles de
deformacién por cortante. Para corregir esta disparidad al calcular la
energia de deformacion interna mediante una formulacion
unidimensional, se introduce el factor de forma por cortante (a),
también denominado coeficiente de correccidon por cortante o factor de
distorsidn:

_A e’

= dA
12 ), b(y)?

Donde A4 es el area total de la secciéon transversal, I es el
momento de inercia centroidal, Q(y) es el primer momento de area de
la seccion cortada por encima del nivel y,y b(y) es el ancho de la seccién

transversal en dicha posicion.

La integracidn de este factor en la formulacidn variacional permite

p . 7 LaVv(x)?
expresar la energia de deformacién por cortante como Uy, = [ = O dx.

0 2GA

En secciones rectangulares macizas, las tensiones cortantes
siguen una distribucién parabdlica simétrica a lo largo del canto. El
esfuerzo alcanza un valor nulo en las fibras extremas superior e inferior,
mientras que en la fibra neutra centroidal registra su valor maximo,

equivalente a 1.5 veces el esfuerzo cortante promedio (7,4, = 1.5V /A).
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Al integrar la distribucién parabdlica del primer momento de area en la

formula del factor de forma, se obtiene exactamente a = 1.2.

En secciones circulares macizas, las tensiones tangenciales
presentan una distribuciéon parabdlica modificada con un esfuerzo
maximo en el centroide de 1.33 veces el valor medio (7,4 =§V/A),
arrojando un factor de correccién de a = 1.11 (véase la tabla 7). En
perfiles laminados en I o H (como los perfiles IPE o HEB), el esfuerzo
cortante es absorbido casi en su totalidad por el alma, por lo que el
factor de forma se aproxima por la relacion entre el area total de la

seccién y el area efectiva del alma (Manoli et al., 2022).

Tabla 7: Impacto de la deformacién por tensién cortante y los factores de forma

Geometria de la Relat.:llon de Factor de Area Efectiva
.y Tension Cortante
Seccidén Maxima (tmax Forma por de Cortante
Transversal Cortante (o) (Av=A/q)
/tprom)
Rectangular
1. 2 1.2 .
Maciza 50 (3/2) 0 (6/5) 0.8334
Circular Maciza 1.33 (4/3) 1.11 (10/9) 0.900 A
Tubo Circular de 200 2.00 0.500 A
Pared Delgada ' ’ '
PerfilL I (IPE / 4 A
HEB) - Flexién Eje ~ “* dotma Agima = hw - tw
Mayor alma € [2.0,4.5]
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La importancia relativa de la deformacidn por cortante respecto a
la flexion depende de la esbeltez del elemento. Para una viga
simplemente apoyada con una carga puntual central P, longitud L,
seccién rectangular de canto h y mddulo de Poisson v = 0.3, la razén

entre la deflexién por cortante y la deflexidn por flexién viene dada por:

Beorante _ 14, (E) (ﬁ)z ~ 384 (E)Z
Aflexion G/\L L

Esta relacion matematica evidencia el impacto de la geometria:

« Vigas Esbeltas (L/h > 10): La deflexiéon por cortante representa
menos del 0.38% de la deformacion total por flexion, validando la
omisién del término de cortante segun la hipdtesis de Euler-

Bernoulli.

« Vigas de Gran Canto (L/h <5): La deformaciéon por cortante
supera el 15% de la flexién, pudiendo ser dominante en vigas muy
cortas (L/h < 2). En estas condiciones, las integrales energéticas
deben incluir el término de cortante con su correspondiente factor

de forma para no subestimar la deformacién real.

Simplificacién del calculo mediante integracion grafica: La
Regla de Vereschaguin

La determinacién de desplazamientos mediante el Principio de los
Trabajos Virtuales requiere evaluar integrales del producto de dos
funciones de esfuerzo a lo largo de la estructura: la funcién de
momentos reales M(x) y la funcién de momentos virtuales M(x)

(Manglik, 2013):
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L
sz M (x)M(x) dx

En sistemas isostaticos, las fuerzas concentradas y distribuidas
producen diagramas de momentos reales descritos por funciones
polindmicas de grado 0,1 o 2. Puesto que el sistema virtual esta cargado
Unicamente por una fuerza o momento unitario concentrado, el
diagrama de momentos virtuales M(x) es lineal (polinomio de primer

grado g(x) = mx + b) dentro de cada tramo.
Demostracion analitica del Teorema de Vereschaguin

Considérese la integral del producto de una funcién f(x)
(diagrama de momentos reales) y una funcién lineal g(x) =mx+b
(diagrama de momentos virtuales) en el intervalo x € [0,L] (Manglik,

2013):

1=j0f(x)~(mx+b)dx=mjox.f(x)dx+bjof(x)dx

Por definicién geométrica, la integral fOLf (x)dx representa el area
total () del diagrama f(x):

Q=J0Lf(x)dx

Asimismo, la posicion del centro de gravedad (x.) del diagrama

f(x) se define mediante su momento estatico de primer orden:

_ fOLx-f(x) dx

L
Xc a =>fx-f(x)dx=Q-xC
0
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Sustituyendo estas relaciones geométricas en la expresion de la

integral, se obtiene:
EL término (m-x;+b) corresponde a la funcién lineal g(x)
evaluada exactamente en la posicion del centro de gravedad x. del

primer diagrama. Denotando esta ordenada virtual como y. = g(x¢), la

Regla de Vereschaguin se formula como:

j M M) dx = Quy - T
0

Esta formulacién establece que la integral del producto de dos
diagramas, siendo al menos uno lineal, es igual al area del primer
diagrama (Q,) multiplicada por la ordenada del diagrama lineal (j.)
medida en la vertical que pasa por el centro de gravedad del primer

diagrama.
Requisitos y condiciones formales de aplicabilidad

Para aplicar la Regla de Vereschaguin, deben cumplirse las

siguientes condiciones:

« La rigidez a la flexién (EI) debe ser constante en el tramo de
integracidn. Si varia, el tramo debe subdividirse en segmentos de

rigidez uniforme.

e Al menos uno de los dos diagramas integrados debe ser

estrictamente lineal en el tramo analizado.
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« Eldiagrama cuyo centro de gravedad se evalla debe ser continuo.

Si presenta cambios de signo o discontinuidades, se fracciona en

figuras geométricas elementales (rectangulos, triangulos,
parabolas) (véase la tabla 8).
Tabla 8: Aplicacién de la regla de Vereschaguin
Geometria Geometria Area del Ublcac!on Valor de la
del . . Centroidal
Diagrama del Diagrama Diagrama (xC  desde Integral
Vi M~ R oM EIMM™
Real M(x) irtual M~(x) eal (OM) origen) ) dx)
Rectangulo Rectangulo L
(base L (base L , M-L L/2 EMIVIL
altura M) altura M)
Rectangulo Triangulo 1
(base L , (base L , M-L L/2 mM1\71L
altura M) altura max M)
Triangulo Triangulo
(base L , Y 1 1
, (vértices -M-L =L —MML
altura  max ) 2 3EI
alineados)
M)
Triangulo Triangulo
(base L , Y 1 1
, (vértices -M-L —L — MML
altura  max 2 6EI
opuestos)
M)
Parabola de Rectangulo 5 )
20 Grado (base L , 3 M L L/2 357 Mmax ML
(CargaC.D.) altura M)
Parabola de Triangulo ) L
2° Grado  (base L 3 M L L/2 357 Mmax ML
(CargaC.D.) altura max M)
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Analisis comparativo de métodos energéticos vy

variacionales

La eleccidn del método de calculo para evaluar deformaciones en

estructuras isostaticas depende de la tipologia estructural (vigas,

cerchas, porticos), del tipo de solicitacién aplicada y de si se requiere

una funcidén matematica continua de la deformada o el desplazamiento

puntual en una seccidn especifica (véase la tabla 9).

Tabla 9: Andlisis comparativo de métodos energéticos y variacionales

Principio Métodos
Criterio de de los Segundo Regla de Geométricos
Comparacié Trabajos Teorema de Vereschagui Directos
n Virtuales Castigliano n (Doble
(PTV) Integracidn)
Variacional o Integracion Integracion
s Variacional / ‘g . .
/ Equilibrio Derivada de grafica del diferencial
Fundamento estatico vy , PTV basada directa de la
L - la energia ~,
Mecanico compatibili en ecuacion de
complement .
dad . . L. propiedades Euler-
. " aria elastica. e .
cinematica. geomeétricas. Bernoulli.
Cerchas, Vigas, arcos Vigas e Vigas
Campo de port|c0§ y particos iperestatica sencillas con
. complejos y con cargas s resueltas pocas
Aplicacidn ) . . . -
., vigas bajo puntuales mediante el discontinuida
Principal . .
cargas parametriza metodo de la des de carga
arbitrarias. das. fuerza. 0 seccién.
. Directo: Complejo: Moderado: Laborioso:
Manejo de . . o
. Incorpora Exige Requiere Modifica la
Cambios . L.
. deformacio expresar la transformar ecuacion
Térmicos e , . .
nes energia la curvatura diferencial
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Principio Métodos
Criterio de de los Segundo Regla de Geométricos
Comparacio Trabajos Teorema de Vereschagui Directos
n Virtuales Castigliano n (Doble
(PTV) Integracidn)
Imperfeccio impuestas elastica en térmica en imponiendo
nes directamen funcion de momentos condiciones
te en el potenciales equivalentes. de borde
trabajo térmicos. adicionales.
interno.
z:eefﬁlsrr;te zg)((-:-iﬂzlente Ineficiente Directo:
Determinaci q g . (disefiado Obtiene la
. aplicar una parametrizar .,
6n de para ecuacion
carga la fuerza . :
Deformadas - o desplazamie algebraica
. unitaria ficticia como .
Continuas . ntos continua
para cada variable de .
g discretos). v(x).
punto). posicion).
. Alta
Media Baja: (resolucioén
Media-Alta Reemplaza la

(resolucidn

(derivacion

integracién

de

Complejidad de ) . constantes
. . parcial bajo por
Algebraica integrales . de
g el signo productos de ) L7
definidas . , integracion
simples) integral). areas Y en multiples
ordenadas.

tramos).

Este cuadro comparativo refleja la complementariedad operativa
de los métodos. Para la formulacion computacional y el desarrollo del
método de elementos finitos, las aproximaciones variacionales
(Castigliano I y Trabajo Virtual) resultan superiores debido a su
integracién con el algebra matricial. En contraste, para el calculo

manual de estados limite de servicio (flechas y giros) en la practica del
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disefo estructural, el Principio de los Trabajos Virtuales combinado con
la Regla de Vereschaguin proporciona el método mas expedito y menos

propenso a errores de integracién matematica (Luévanos 2013).

El analisis de los métodos variacionales y energéticos aplicados a

estructuras isostaticas conduce a las siguientes conclusiones analiticas:

Los métodos variacionales proporcionan un marco conceptual unificado
para el anadlisis de deformaciones provocadas por cargas mecanicas,
gradientes térmicos y errores de fabricacién. La energia elastica de
deformacién actla como la funcién funcional generatriz de la cual
derivan tanto las condiciones de equilibrio estatico como las relaciones

de compatibilidad cinematica.

Existe una equivalencia matematica directa entre el Segundo

Teorema de Castigliano y el Método de la Carga Unitaria. La derivada
parcial del momento flector respecto a una carga (%) es idéntica a la

distribucién de momentos virtuales (M), confirmando que ambas
formulaciones representan expresiones alternativas del mismo principio

energético en el régimen elastico lineal.

La Regla de Vereschaguin simplifica el calculo analitico al
transformar integrales de productos de funciones en multiplicaciones
de areas de momentos reales por ordenadas virtuales evaluadas en la
posicién de sus centroides (Q, - ¥.). Esta metodologia constituye una
herramienta eficiente para el calculo manual de deformaciones y sienta
las bases para la resolucidn de sistemas hiperestaticos mediante el

método de las flexibilidades (Manglik, 2013).
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Por dltimo, el dominio de los principios variacionales y energéticos
permite comprender la rigidez global de las estructuras y fundamenta
los algoritmos utilizados por los programas modernos de analisis

estructural por elementos finitos.
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Capitulo 5

Formulacidon matricial y vectorial del equilibrio en
sistemas discretos

El analisis del equilibrio en sistemas discretos constituye una de
las columnas vertebrales de la mecanica computacional y la ingenieria
estructural moderna. A diferencia de los medios continuos, cuya
respuesta mecanica se rige por ecuaciones diferenciales parciales
definidas sobre un dominio infinito-dimensional, los sistemas discretos
—tales como armaduras articuladas, redes de cables, reticulados
espaciales y estructuras tensegriticas— reducen el comportamiento
global a un ndmero finito de grados de libertad nodales mediante la
concentracion de masas, fuerzas y rigideces en elementos

discretizados.

La formulacidn del equilibrio en estos sistemas puede abordarse
desde dos esquemas conceptuales complementarios: el enfoque
vectorial clasico, basado en el balance de fuerzas y momentos segun las
leyes de Newton-Euler, y la formulacidon matricial algebraico-lineal, que
unifica el equilibrio, la compatibilidad cinematica y las relaciones
constitutivas. La integracién de ambos métodos mediante el Principio de
los Trabajos Virtuales revela una dualidad matematica profunda entre
la matriz de equilibrio y la matriz de compatibilidad cinematica,
estableciendo la base para la resolucién sistematica de problemas

estatica e hiperestaticamente indeterminados (Yilmaz, 2026).
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Introduccidn y discretizacidon de sistemas estructurales

La discretizacidon de un sistema mecanico implica la reduccién de
un problema continuo a una representacién algebraica equivalente en
un numero finito de puntos coordenados denominados nodos. En una
estructura discreta compuesta por belementos barras unidas en Jjnodos
en un espacio de dimensién d(d € {2,3}), el comportamiento geométrico
global del sistema queda gobernado por el vector de desplazamientos
nodales d € R", donde n = d - ] — krepresenta el niumero total de grados
de libertad no restringidos y kcorresponde al nimero de restricciones

cinematicas impuestas por la cimentacién o apoyos.

El balance estatico en cada nodo del sistema exige que la suma
vectorial de las fuerzas internas ejercidas por Llos elementos
concurrentes y las fuerzas externas aplicadas sea idénticamente nula.
Para un nodo genérico i, la ecuacién vectorial de equilibrio estatico se

representa como:

JEN;
donde Eijes el vector de fuerza interna ejercido por el elemento que
conecta el nodo icon el nodo j, W, representa el conjunto de nodos

adyacentes al nodo i, y fl € R%es el vector de carga externa aplicada

directamente en dicho nodo.

Cuando los elementos estructurales corresponden a barras

articuladas, capaces de responder Unicamente a solicitaciones axiales

68



de traccidon o compresidn, la fuerza interna El-jse descompone en el
producto de la magnitud de su tensién escalar t,y el vector unitario

director ¢;;orientado a lo largo del eje geométrico del elemento e:

> N ‘_jj — G;

tiir=to €=t ———=—

Y Y llg; — q:ll

siendo q;,G; € R%los vectores de posicidn espacial de los nodos iy jen la
configuracion no deformada. Esta expresion vectorial local es la base

para la construccion global de los operadores algebraicos del sistema.

Dualidad cinematica-estatica y el principio de los trabajos
virtuales

Al ensamblar escalarmente las ecuaciones vectoriales de
equilibrio para la totalidad de los ngrados de libertad del sistema, se
obtiene un sistema lineal de ecuaciones algebraicas que relaciona las
fuerzas internas de los belementos con el vector de fuerzas externas

aplicadas (Garcés et al., 2002):
At =f

donde 4 € R**? es la matriz de equilibrio del sistema discreto, t =
[ti,t5, ..., t,]T € RPes el vector de solicitaciones internas de los elementos,

Y f =1fufa -, fn]T € R'representa el vector global de cargas nodales.

La matriz de equilibrio Aes un operador puramente geomeétrico
cuyos componentes dependen de los cosenos directores de la

orientacion de los elementos en el espacio. Simultaneamente, el
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comportamiento cinematico del sistema discretizado describe cdémo los
desplazamientos nodales deR"™ producen elongaciones 0
deformaciones en los elementos, compiladas en el vector de
deformaciones e = [ej, ey, ...,e,]T € R?. La relacion de compatibilidad

cinematica se expresa linealmente como:
e = Bd

donde B € R’*"representa la matriz de compatibilidad cinematica del

sistema.

La relacién entre la matriz de equilibrio Ay la matriz de
compatibilidad cinematica Besta acoplada a través del Principio de los
Trabajos Virtuales. Considerando un estado de desplazamientos nodales
virtuales 6d € R" compatible con las restricciones del sistema, las
deformaciones virtuales inducidas en los elementos corresponden a

0e = Bdd.

El trabajo virtual externo §W,, realizado por las fuerzas nodales
aplicadas fa lo largo de los desplazamientos virtuales ddse expresa

como:
SWeye = 8dT f

Por otro lado, el trabajo virtual interno §W;,;absorbido por los
elementos sometidos a tensiones internas t bajo las elongaciones

virtuales fese define como:

SWint = 58Tt

70



De acuerdo con el Principio de los Trabajos Virtuales, para
cualquier sistema en equilibrio estatico, el trabajo virtual externo debe
igualar al trabajo virtual interno para todo desplazamiento virtual

admisible:
Wiy = OWipy = 8d7f = et

Sustituyendo la ecuacidon de compatibilidad cinematica e = Bsdy
la ecuacién de equilibrio global f = Aten la condicién de equivalencia

energética:
5dT(At) = (B6d)Tt = 6dT At = §dTBTt

Dado que esta identidad debe satisfacerse de forma unanime para
cualquier campo de desplazamientos virtuales arbitrario 6d € R"y
cualquier vector de tensiones internas t € R?, se deduce la condicion de

dualidad cinematica-estatica fundamental:
B =AT
Esta dualidad demuestra que la matriz de compatibilidad
cinematica de un sistema discreto es la traspuesta de la matriz de

equilibrio estatico. Asi, la relacién de compatibilidad cinematica adopta

la forma candnica:
e=ATd

Transformacion de coordenadas y mecanismos de ensamble
directo

Las ecuaciones mecanicas de un elemento discreto individual se
formulan de manera natural en su sistema de coordenadas locales,

donde el eje longitudinal concuerda con la directriz del elemento. Sin
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embargo, el equilibrio global del sistema requiere que todos los vectores
de fuerza y desplazamiento de los elementos se expresen en un marco
de referencia ortogonal comun denominado sistema de coordenadas

globales (Esquivel et al., 2014):
Matrices de transformacion de coordenadas

Para un elemento unidimensional en un espacio bidimensional,
con una inclinacién angular drespecto al eje global X, la matriz de
rotacion local a global Typara un nodo individual se define mediante

transformaciones ortogonales:

cosf sinéd

To = [— sinf cos6

Para un elemento articulado con dos nodos, con cuatro grados de

libertad globales d, = [uy, vy, u,,v,]T Yy desplazamientos locales u, =

T . -7
[41.106 V1106 Uzt00 Va10c] » 1@ Matriz de transformacién de coordenadas

expandida T, € R***se compone en bloques diagonales:

cos @ sin @ 0 0

] —sinf@ cos 9 0 0
Te 0 Ty cosf sinf

—sinf@ cos@

Debido a la naturaleza ortogonal de las transformaciones
geométricas rotacionales, la matriz T, cumple rigurosamente con la

propiedad:

T, 1'=TF 'y det(T,) =1
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Esta propiedad permite proyectar vectores de fuerza vy
desplazamiento inversamente entre ambos sistemas sin alterar la
magnitud norma del vector ni escalar la energia del sistema. La
conversion cinematica local se evalia como u, = T.d,, mientras que la

proyeccién de fuerzas nodales locales al sistema global viene dada por

fe,global = TeTfe,local-

Ensamble directo de la matriz de rigidez global (Blanco et al., 2012)

La rigidez intrinseca de un elemento barra individual en su marco

local viene descrita por su matriz de rigidez elemental local k. ;5cq;:

1 0 -1 0

i _EA.lo 0 0 0

elocal — L _1 O 1 0
e

0O 0 0 O

donde E,es el mddulo de elasticidad del material, 4.es el area de la
seccién transversal y L.es la longitud inicial del elemento. Aplicando las
ecuaciones de transformacion local-global, la matriz de rigidez del
elemento referida al sistema de coordenadas globales k, ;5,0 € R***se

obtiene mediante la ecuacidn de congruencia energética:

— 7T
ke,global - Te ke,localTe

Sustituyendo los componentes de la matriz de rotacion, la rigidez
elemental global de una barra bidimensional adopta la expresidn

explicita:
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cos? 6 cos 8 sin 6 —cos? 6 —cosfsinf

K _E.A.| cosfsing sin? @ —cosfsinf —sin% 6

global = . .

@.gtoba L, —cos?f®  —cosBsinb cos? 8 cos 6 sin @
—cos @ sinf —sin? 6 cos 6 sin 6 sin? 0

El ensamble del sistema estructural global consiste en la
superposicidn topoldgica de las matrices k. 4,5 dentro de la matriz de
rigidez global del sistema K € R™" atendiendo a los mapas de

conectividad nodales de cada elemento:

b
K = Z Lje; ke,globalLe
e=1

donde L.representa la matriz de asignacién booleana que relaciona los
grados de libertad locales del elemento econ el vector de grados de
libertad globales del sistema. EL comportamiento global queda definido

finalmente mediante la ecuacién matricial fundamental de rigidez:

Kd=f
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Capitulo 6

EL marco candnico de Gilbert Strang y la
caracterizacion subespacial de Pellegrino-Calladine

En la mecanica de medios discretos, Gilbert Strang formalizd la
interaccion entre las tres ecuaciones fundamentales del
comportamiento estructural (estatica, cinematica y constitutiva) en una
estructura operativa de operadores matriciales conocida como el marco

ACAT.

El flujo operacional de este marco vincula secuencialmente los
espacios vectoriales del sistema. Los desplazamientos nodales dse
transforman en elongaciones de elementos e mediante la matriz de
compatibilidad A”. Dichas elongaciones generan tensiones internas ta
través de la matriz constitutiva C. Finalmente, las tensiones internas se
proyectan en fuerzas nodales externas fmediante la matriz de equilibrio
A. Las tres ecuaciones constitutivas del sistema se expresan como

(Brenner, 1967):
1. Ecuaciéon Cinematica: e = A7d
2. Ecuacién Constitutiva: ¢t = Ce
3. Ecuacién de Equilibrio: f = At

donde C € RP*Pes la matriz constitutiva del sistema, una matriz diagonal

constituida por la rigidez axial inherente a cada barra individual C =

. E1A1 EzA, EpAp
diag ( , e .
Ly Ly Lp
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Componiendo de forma directa las tres etapas operacionales se

obtiene la relacién entre fuerzas y desplazamientos nodales:
f =At = A(Ce) = AC(ATd) = (ACAT)d

Se sintetiza de manera directa que la matriz de rigidez global del

sistema discreto admite una factorizacién candnica del tipo:
K = ACAT

Esta formulacion compacta garantiza la simetria y la
semidefinicidon positiva de la matriz de rigidez K, ya que para cualquier
matriz constitutiva Ccdefinida positiva y cualquier operador real 4, la

forma cuadratica d"Kd = (ATd)TC(4"d) > 0.

Los cuatro subespacios fundamentales de Pellegrino y
Calladine

El andlisis algebraico de la matriz de equilibrio 4 € R**?mediante
el Teorema Fundamental del Algebra Lineal fue introducido por Sergio
Pellegrino y Christopher Calladine en 1986. Este enfoque descompone
los espacios de fuerzas y desplazamientos en los cuatro subespacios
vectoriales fundamentales de A, permitiendo clasificar y cuantificar el
grado de indeterminacién estatica y cinematica de cualquier ensamblaje

de barras.

Si r = rank(A) representa el rango algebraico de la matriz de
equilibrio A, la estructura espacial del sistema se desglosa en los
subespacios descritos a continuaciéon (Dugas et al., 1997; Brenner y

Butler, 1965):
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Subespacio nulo o nucleo de la matriz de equilibrio null(4)
Este subespacio vectorial reside en el espacio de tensiones

internas R?y posee una dimensién igual a:
s = dim(null(d)) =b —1)

Las bases de null(A) representan los estados de autotensidn
(states of self-stress) del sistema. Un estado de autotensién es una
combinacidn lineal de fuerzas internas t, € null(4)tal que equilibran un
vector de carga externa nulo (At, =0). Estos estados permiten la
introduccidn de pretensado en la estructura sin alterar el balance de
cargas externas, siendo un requerimiento operativo en estructuras de

tenso-estructura y tensegridad (véase la tabla 10).
Subespacio Nulo a la Izquierda o Niicleo de la Traspuesta null(4T)

Este subespacio vectorial reside en el espacio de desplazamientos

nodales R™y su dimensidn se calcula como:
m = dim(null(dA™)) =n—r)

Las bases de null(4”) representan los mecanismos o modos
inextensionales del sistema. Si un vector de desplazamiento d,, €
null(4?), la elongacién producida en la totalidad de las barras es nula
(e = ATd,, = 0). El parametro mmide el nimero de grados de libertad

cinematicos o el grado de indeterminacién cinematica del sistema.

El espacio de mecanismos mse segrega en dos componentes

fisicas independientes:

m=rnr,+m;
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donde r, es el nimero de movimientos de cuerpo rigido globales
permitidos por las restricciones de apoyo (hasta 3 en el planoy 6 en el
espacio tridimensional) y m; representa el nimero de mecanismos

internos cinematicos de la estructura.
Subespacio Imagen o Espacio Columna range(A4)

Subespacio perteneciente a R" con dimensién igual a r .
Representa el conjunto de todos los vectores de cargas externas fque
pueden ser equilibrados directamente por el trabajo elastico interno de

las barras de la estructura.
Subespacio Fila o Espacio Imagen de la Traspuesta range(4”)

Subespacio perteneciente a R? con dimensién igual a r .
Representa el conjunto de elongaciones de las barras e que son
compatibles con un campo de desplazamientos nodales continuos d

(Brenne y Butler, 1965).

Tabla 10: Subespacio vectorial. Interpretacién mecanica y estructural

Subespacio Espacio Dominio Dimensién Interpretacion Mecanica
Vectorial Algebraica Estructural

Nucleo de R’(Tensiones) s=b-—r Estados de autotensién
A(null(4)) pretensado estaticamente

admisible sin cargas externas.

Ntcleo de R™(Desplazamientos) m=n-—r Modos de deformacién
AT(null(4ah)) inextensional (Mecanismos

internos m;y cuerpo rigido ).
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Subespacio Espacio Dominio Dimensién Interpretacion Mecdnica y

Vectorial Algebraica Estructural

Imagen de R"*(Fuerzas nodales) r = rank(4) Vectores de carga externa

A(range(4)) resolubles mediante resistencia
elastica primaria.

Imagen de R’(Elongaciones) r = rank(4) Estados de deformabilidad

AT(range(4™)) interna compatibles

cinematicamente.

A partir de estas relaciones subespaciales se deduce la regla

combinatoria fundamental

estructural de reticulados:

para la caracterizacién topoldgica

s—m=b—n

Esta ecuacidn sustituye la férmula clasica de la estatica basada

en el recuento simple de barras y nudos (b —3J), generalizando el

analisis para estructuras

singularidades locales donde el

geométricamente complejas o con

recuento

lineal simple resulta

insuficiente (véase la tabla 11) (Brenner y Butler, 1965).

Tabla 11: Operador matricial de relacién para estructuras geométricamente complejas

0 con singularidades locales

Dominio / Dominio Espacial/ Vector de Estado / Operador Matricial de
Nivel Coordenadas Variable Relacion
Cinematica Coordenadas Desplazamientos Matriz de Compatibilidad
Local Locales de locales ( u ) / Local(e=47d)

Elemento Elongaciones (e)
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Dominio / Dominio Espacial/ Vector de Estado / Operador Matricial de
Nivel Coordenadas Variable Relacion

Cinematica Coordenadas Desplazamientos Matriz de Transformacion
Global Globales de  nodales globales (d) Ortogonal (T)

Estructura

Respuesta Material / Seccidn Tensiones internas del Matriz Constitutiva
Constitutiva Transversal elemento (t) Elasticidad (C)

Equilibrio Sistema Global  Vector de Fuerzas Matriz de Equilibrio (At =
Estatico Ensamblado Exteriores (f) f) / Rigidez Global (K =

ACAT)

Rigidez Geométrica y Mecanismos de Primer Orden

Un aspecto derivado del andlisis subespacial es el

comportamiento de estructuras donde existen mecanismos
inextensionales (m > 0). Un mecanismo inextensional es de primer
orden si no produce elongacién de primer orden en las barras bajo un
desplazamiento infinitesimal d,,. Sin embargo, si la estructura posee
simultdaneamente un estado de autotensidn t, € null(4), la interaccién
entre la traccidon preexistente de los elementos y los cambios
geométricos cuadraticos generados por el mecanismo origina una

matriz de rigidez geométrica o matriz de rigidez por tension inicial K.

La matriz de rigidez tangente global K del sistema discreto queda

definida por la suma explicita (Pierre, 2022):

Kr = Ky + K; = ACAT + K;(¢t,)
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donde K, = ACATes la matriz de rigidez eldstica primaria y K;(t,)es la
matriz de rigidez geométrica dependiente del nivel de esfuerzo del
estado de autotensidén t,. Si la matriz K, (t,)es definida positiva sobre el
subespacio de mecanismos null(4”), el estado de autotensién rigidiza
mecanicamente el mecanismo, dotando a la estructura de estabilidad
de segundo orden sin necesidad de restricciones de apoyo adicionales.
Este fendmeno constituye la base fundamental para el disefio estatico y
geométrico de cables pretensados, mallas tensadas y estructuras

tensegriticas.

La formulacidon matricial y vectorial del equilibrio en sistemas
discretos proporciona un marco matematico riguroso que unifica el
analisis de estructuras convencionales con el de sistemas avanzados. La
integracidén de la dualidad cinematico-estatica mediante el Principio de
los Trabajos Virtuales demuestra formalmente que la compatibilidad
cinematica (A7) y el equilibrio estatico (4) son aspectos duales de la

misma geometria estructural.

EL marco candnico ACAT propuesto por Strang, acoplado con la
descomposicién en cuatro subespacios vectoriales de Pellegrino y
Calladine, transforma la evaluaciéon de la estabilidad e hiperestatidad en
un problema computacional de algebra lineal. La determinacién del
rango ry de los subespacios nulos de la matriz de equilibrio permite
identificar con precisién no solo la hiperestatidad (s) y la existencia de
mecanismos (m), sino también la capacidad de estabilizacion de un

sistema mediante estados de pretensado (K;).
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En el ambito de la ingenieria computacional moderna, este
enfoque sistematico es la base para el desarrollo de algoritmos de
optimizacion topoldgica, simulaciones de grandes desplazamientos
mediante formulaciones corrotacionales y la resolucién del equilibrio no
lineal en estructuras reticuladas flexibles. La versatilidad de este
paradigma garantiza su aplicacién continuada en el analisis estructural

y el disefio de nuevos sistemas mecanicos complejos.

Estabilidad y condicionamiento de sistemas isostaticos: un
analisis matricial, numérico y topoldgico

La mecanica de estructuras y la fisica de materia condensada
convergen de manera fundamental en el estudio de los sistemas
isostaticos. Definidos en la estatica clasica como aquellos sistemas
articulados donde el numero de restricciones cinematicas se equipara
de forma exacta con el nimero de grados de libertad independientes,
los sistemas isostaticos se sittan en el limite critico entre la flexibilidad

mecanica y la rigidez estructural (Sanchez, 2020).

El andlisis moderno de estas estructuras supera la regla de conteo
escalar tradicional, empleando formulaciones rigurosas del algebra
lineal computacional como la descomposicidon en valores singulares
(SVD) de la matriz de equilibrio, la teoria de operadores diferenciales
discretos y el estudio de la topologia de bandas en metamateriales

elasticos.

El comportamiento mecanico de una estructura isostatica es

intrinsecamente sensible a su geometria exacta, a la configuracidn
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espacial de sus conexiones y al condicionamiento numérico de sus
matrices gobernantes. Una pequeiia perturbacién geométrica en la
posicion de sus nudos puede transformar un sistema nominalmente
estable en una estructura singularmente inestable o susceptible a
mecanismos infinitesimales de energia cero. Por este motivo, la
comprensién detallada de la estabilidad geométrica, la rigidez por
preesfuerzo y el condicionamiento matricial resulta imprescindible para
el disefio de estructuras desplegables, redes de tensegridad de alto

rendimiento y metamateriales mecanicos programables.

Fundamentos matriciales y criterio de Maxwell-Calladine

El equilibrio estatico y la compatibilidad cinematica de un sistema
articulado compuesto por Ny barras y N nudos en un espacio euclideo
de dimension d se formulan mediante ecuaciones matriciales lineales
que vinculan los desplazamientos nodales u € R*", las elongaciones
axiales de las barras e € RV, las fuerzas externas aplicadas f € R y
las tensiones o compresiones internas t € RVs. La relacién de equilibrio
en la configuracidon no deformada viene dada por la ecuacién matricial

(Rocks y Mehta, 2024):
Ht=f

donde H € R**Ns representa la matriz de equilibrio de la estructura.
Por aplicacién directa del principio de los trabajos virtuales, la
compatibilidad cinematica dual que expresa el alargamiento o
acortamiento de las barras en funcién de los desplazamientos nodales
queda definida por la matriz de compatibilidad ¢ e RVsX4N |

cumpliéndose rigurosamente que C = HT.
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EL criterio histdrico planteado por Maxwell establece que un
sistema espacial sin restricciones de apoyo es isostatico cuando el
ndmero de grados de libertad no restringidos satisface N, = dN — Ny =
f(d), siendo f(d) = d(d + 1)/2 el ndmero de movimientos rigidos en el
espacio d -dimensional. No obstante, la reformulacién generalizada
introducida por Calladine demostré que la existencia simultdnea de
estados de autoesfuerzo y mecanismos infinitesimales invalida la regla
contable simple, imponiendo la relacién vectorial:

Ny — Ng = dN — Ny
donde Ng denota el nimero de estados de autoesfuerzo independientes
y N, representa la dimension total del espacio nulo cinematico, el cual
incluye tanto los f(d) movimientos de cuerpo rigido como los m
mecanismos internos de deformacién inextensional (m = N, — f(d)). Una
estructura se define como rigurosamente isostatica en sentido estatico
y cinematico cuando Ng = 0 y m = 0, lo que conduce a un nimero medio

de coordinacién o valencia nodal z igual al valor critico z, ~ 2d bajo

condiciones de frontera abiertas o periddicas.

Descomposicion en valores singulares y espacios
vectoriales

La caracterizacién completa del comportamiento cinematico y
estatico de un ensamblaje articulado se obtiene mediante la
descomposicién en valores singulares (SVD) de la matriz de equilibrio
H, de acuerdo con el marco teérico consolidado por Pellegrino vy

Calladine. La matriz H se factoriza en la forma (Demmel, 1997):
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H=UzvT

donde U € R¥WxadV y | e RVN8*Ns son matrices ortogonales cuya
estructura define bases orquestadas para los espacios nodales y de
barras, respectivamente, mientras que X € R *¥s contiene los valores

singulares g, > 0, > - > g, > 0, con r = rango(H) (véase la tabla 12).

Tabla 12: Descomposicién en valores singulares y espacios vectoriales

Subespacio

Definicién . . Significado Estructural y
Fundamental L. Dimension , .
. . Matematica Mecanico
Matricial
NULLCH) Estados de autoesfuerzo
ull(H .
, autosostenidos ( N en
Nucleo de H ={te R"8 | Ht s=Ng—71 . (Ns)
— 0} ausencia de cargas
externas.
Conjunto de fuerzas
Imagen de H Sa{';gee]%zl)v £ r nodales externas
g — Hy =rango(H)  garantizadamente
equilibrables.
NULLCHT) Mecanismos de
ull(H L. .
, deformacién inextensional
Ntcleo de H” = {u € RN m' =dN —r o
T ( Ny ) y movimientos
| H'u = 0} o
rigidos.
R =) Deformaciones elasticas
ange(H de barras
Imagen de HT = N r . "
9 _ Efri}R le = rango(H) cinematicamente

compatibles.

En una estructura isostatica perfecta de rango completo, el rango

r equivale al nimero total de barras Ng, lo que anula la dimensidn del
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ndcleo de H (s=0) y restringe la dimensién del ndcleo de HT
estrictamente a los desplazamientos rigidos globales (m' = f(d)). La
descomposicién ortogonal permite aislar con precisién matematica si un
mecanismo detectado corresponde a wuna flexibilidad finita o
infinitesimal, aportando una herramienta de calculo unificada para
resolver problemas estaticos e indeterminaciones cinematicas sin

recurrir a suposiciones heuristicas.

Condicionamiento numérico e inestabilidad geométrica

La viabilidad practica y la estabilidad fisica de un sistema
isostatico no dependen Unicamente del valor discreto de su rango
matricial, sino también de la sensibilidad de la matriz de equilibrio H
frente a perturbaciones geométricas en la localizacidon de sus nudos
(Fabré et al., 2007). El condicionamiento numérico de la estructura se
cuantifica formalmente mediante el numero de condicion de H, el cual
se expresa como la razén entre su valor singular maximo y su valor
singular minimo no nulo:

Omax (H)
Omin (H)

k(H) =

Un sistema geométricamente bien configurado presenta un
ndmero de condicion moderado, lo que asegura que las fuerzas internas
calculadas varien de forma suave y proporcional frente a desviaciones
menores en las cargas aplicadas. No obstante, cuando la disposicidn
geométrica de las barras se aproxima a una alineacién critica —por

ejemplo, cuando tres o mas articulaciones se vuelven casi colineales o

cuando multiples barras convergentes se orientan de forma cuasi-
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coplanar— el valor singular minimo o,,;,(H) tiende asintéticamente
hacia cero. En estas condiciones, aunque la matriz H mantenga
formalmente su rango pleno desde un punto de vista puramente
simbdlico, el sistema se vuelve numéricamente mal condicionado o

singularmente inestable.

El mal condicionamiento matricial desencadena fendmenos
mecanicos severos que comprometen la integridad de la estructura. En
primer lugar, se produce una amplificacion extrema de las fuerzas
internas; cargas externas de magnitud modesta aplicadas en la
direcciéon del vector singular asociado a o,,;, demandan tensiones y
compresiones de escala 0(1/0,,,), superando con frecuencia los limites
de fluencia o induciendo el colapso localizado. En segundo lugar, el
sistema demuestra una extrema sensibilidad a las tolerancias de
fabricacion e imperfecciones del montaje, donde desviaciones
milimétricas en la posicion de los nudos alteran radicalmente la

distribucién interna de esfuerzos (Fabré et al., 2007).

Ahora bien, la estructura experimenta una pérdida drastica de
rigidez efectiva frente a ciertos patrones de carga, exhibiendo una
respuesta cinematica excesivamente blanda que simula mecdnicamente

la presencia de un mecanismo infinitesimal no restringido.

Estabilidad por preesfuerzo y rigidez geométrica
En sistemas que exhiben mecanismos infinitesimales no
restringidos de primer orden (m > 0), la rigidez eldstica convencional

resulta insuficiente para resistir perturbaciones en las direcciones de
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deformacién de energia cero. Sin embargo, la estructura puede
recuperar la estabilidad estatica mediante la introduccién deliberada de
un estado de autoesfuerzo previa aplicacion de cargas externas,
principio fundamental que rige el comportamiento de las estructuras de
tensegridad y los reticulados hiperestaticos pretensados (véase la tabla

13).

EL comportamiento elastico linealizado de un sistema articulado
sometido a desplazamientos nodales viene gobernado por la matriz de
rigidez tangente K, la cual se descompone aditivamente en dos

términos diferenciados:
Kr = K, + K,

donde K, es la matriz de rigidez elastica del material y K, representa la
matriz de rigidez geométrica o de esfuerzo inicial. La componente
elastica se ensambla mediante la matriz de compatibilidad C y la matriz
diagonal de rigideces axiales k = diag(E;A4;/L;) segun la formulacién
K, =C"kC = HkHT . Dado que para cualquier modo de deformacion
infinitesimal m, € Null(H") se satisface Cm, =0, la contribucion
eldstica a la energia de deformacién es nula (mLK,m, = 0), dejando la
estabilidad cinematica del mecanismo supeditada de manera exclusiva

al término geométrico K.

La matriz de rigidez geométrica K, € R¥V*?V se genera a partir del
vector de autoesfuerzo t, € Null(H) o mediante la matriz de densidad de
fuerzas (1, adoptando la estructura tensorial K, =Q ® I;, donde I,

representa la matriz identidad d-dimensional.
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Tabla 13: Estabilidad por preesfuerzo y rigidez geométrica

Estado de Condicion Matematica Respuesta Mecanica vy
Estabilidad de la Matriz KT Dinamica
- ‘.. . "y La geometria imparte rigidez
Rigidez Elastica K, es definida positiva . . .
) . AN r directa sin requerir
Primaria sobre R*M \ Null(H") .
preesfuerzo previo.
EL autoesfuerzo aporta

Estabilidad por
Preesfuerzo

miK,;m; >0 Vm,
e Null(H™) \ {0}

rigidez de segundo orden a
los mecanismos
infinitesimales.

Superestabilidad

K, es semi-definida
positiva globalmente y
no requiere elasticidad

Estabilidad incondicional e
independiente del mddulo de
Young de los elementos.

Las fuerzas de compresién
superan los umbrales de
estabilidad elastica global.

Inestabilidad por det(K;) = det(K, + K,)
Pandeo <0

De acuerdo con el teorema de Calladine y Pellegrino, la condiciéon
necesaria y suficiente para que un sistema sea estable por preesfuerzo
es que exista al menos un estado de autoesfuerzo de
traccién/compresion t, que haga que la forma cuadratica m;K,;m, sea
estrictamente definida positiva para todo mecanismo infinitesimal no

nulo.

No obstante, la elevacidon indiscriminada de los niveles de
preesfuerzo introduce efectos no lineales contraintuitivos. Mientras que
incrementar la tensién en los miembros de traccidon aumenta la rigidez

geométrica inicial, induce simultdneamente un incremento proporcional
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en las fuerzas de compresidn presentes en las barras rigidas. Cuando la
carga axial de compresién se aproxima a los limites de estabilidad
elastica o de pandeo euleriano de los elementos individualizados, los
autovalores negativos introducidos por la componente de compresién
en K, neutralizan los autovalores positivos de K., conduciendo

inevitablemente al colapso por pandeo critico del ensamblaje.
Avances topoldgicos y aplicaciones en metamateriales

El estudio de la isostaticidad y el condicionamiento matricial ha
experimentado una profunda transformacion con la introduccién de los
conceptos de la topologia de bandas en la ciencia de materiales y los
metamateriales mecanicos. Los reticulados periddicos isostaticos,
conocidos ampliamente como redes de Kane-Lubensky, constituyen
estructuras infinitas o repetitivas donde el numero medio de
coordinacion por nudo satisface exactamente la condicidn critica de

Maxwell z = z, = 2d (Zhoufei et al., 2025).

El andlisis elastodinamico de estas redes se realiza transformando
la matriz de compatibilidad al espacio de momentos mediante el
teorema de Bloch, permitiendo obtener la matriz de compatibilidad de
onda C(k) en funcién del vector de onda k dentro de la zona de Brillouin.
Cuando un reticulado isostatico posee una estructura gapeada, su
espectro de fonones presenta una brecha acustica completa a
frecuencias no nulas, reservando los modos de energia cero Unicamente
para las translaciones globales en el centro de la zona de Brillouin (k =

0). La estructura global del cristal se caracteriza mediante un invariante
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topoldgico no trivial denominado vector de polarizacidn topoldgica Ry,
expresado como (Qian et al., 2025):
R = —Zni a;
i
donde a; son los vectores primitivos de la red cristalina y n; representan
los indices de winding topoldgicos calculados a partir de las fases del

determinante de C(Kk).

La existencia de una polarizacion topoldgica no nula R; altera
radicalmente la respuesta mecanica del metamaterial en sus fronteras
fisicas y discontinuidades internas. En los bordes libres de la estructura,
la polarizacion topoldgica rompe la simetria traslacional de la rigidez,
provocando la acumulacién localizada de mecanismos cinematicos
flexibles (floppy modes) en una superficie especifica, mientras que el
borde opuesto queda desprovisto de mecanismos y concentra los

estados de autoesfuerzo de frontera.

Esta polarizacién adquiere una relevancia critica en el disefio de
interfaces y paredes de dominio. Al ensamblar dos dominios de
metamaterial isostatico caracterizados por vectores de polarizacién
opuestos (Rr; #Rr, ), la pared de contacto alberga estados de
autoesfuerzo topoldgicamente protegidos de forma intrinseca. Dichos
estados canalizan y concentran las fuerzas externas aplicadas
exclusivamente a lo largo de la linea de interfaz, desencadenando
procesos de pandeo localizado altamente controlables cuando la carga

supera el umbral critico de compresion.
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Esta capacidad de guiar la deformacién elastica de manera no
local permite fabricar dispositivos de proteccion contra impactos,
absorbedores de energia programables y estructuras metamateriales
adaptativas que conservan su funcionalidad aun en presencia de

desorden estructural o pequefias variaciones geométricas.

En el campo de las estructuras desplegables y la robédtica espacial,
los fundamentos de la isostaticidad modificada se aplican en el analisis
de sistemas de tensegridad asimétricos equipados con actuadores
agrupados o continuos. Al integrar cables continuos que pasan a través
de poleas o articulaciones lisas accionadas por un numero reducido de
motores, se reconfiguran las ecuaciones de equilibrio estatico de los
cables, reduciendo sustancialmente los grados de libertad de control y
manteniendo la rigidez geométrica global mediante la preservacion
estricta de la condicién definida positiva de la matriz K, en el subespacio

cinematico del sistema.

El andlisis integrado de la estabilidad y el condicionamiento de los
sistemas isostaticos revela que la rigidez de un ensamblaje articulado
no constituye un atributo meramente cuantitativo derivado de la
densidad de barras, sino una propiedad algebraica y geométrica
altamente condicionada. EL empleo de criterios escalares simples como
la regla de Maxwell resulta manifiestamente insuficiente para
diagnosticar la viabilidad de estructuras complejas en las proximidades
de configuraciones singulares o bajo perturbaciones nodales (Suresh et

al., 2021).
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La descomposicién en valores singulares (SVD) de la matriz de
equilibrio se consolida como la herramienta analitica fundamental para
evaluar de manera unificada la estaticidad y la cinematica de cualquier
reticulado. El analisis sistematico de los cuatro subespacios vectoriales
fundamentales y del nimero de condicién k(H) permite identificar no
solo la presencia de mecanismos infinitesimales o redundancias
estaticas, sino también prever la susceptibilidad del sistema a
concentraciones destructivas de tensidén e inestabilidades numéricas

provocadas por pequefas desviaciones de montaje.

Asimismo, la introduccidn de preesfuerzo mediante la matriz de
rigidez geomeétrica K, proporciona un mecanismo efectivo para
estabilizar modos cinematicos no restringidos, aunque exige un control
riguroso de las fuerzas de compresidn resultantes para no inducir el
colapso por pandeo critico. Finalmente, la convergencia entre la
mecanica matricial clasica y la topologia de bandas abarca una de las
fronteras mas prometedoras de la ingenieria de estructuras,
posibilitando el desarrollo de metamateriales capaces de guiar la
deformacién, localizar estados de autoesfuerzo y ofrecer respuestas
mecanicas programables con una robustez intrinseca ante el desorden

geomeétrico.
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Conclusion

Teoria avanzada de estructuras estdticamente determinadas,
consolidé una premisa fundamental para la ingenieria estructural
moderna: la determinidad estatica no constituye Unicamente una fase
introductoria de la mecanica de materiales, sino que representa el
nucleo riguroso donde el equilibrio, la eficiencia geométrica y la fisica

del comportamiento de los cuerpos se integran con absoluta precision.

De la evidencia, se ha trascendido la resolucidn trivial de sistemas
bidimensionales para abordar la formulacién matematica vy
metodoldgica de sistemas espaciales complejos, métodos energéticos
avanzados y la respuesta frente a acciones variables. A diferencia de los
sistemas hiperestaticos, donde la rigidez y las deformaciones
condicionan la distribucion de esfuerzos, las estructuras isostaticas
dependen exclusivamente de la geometria y de las leyes fundamentales

de Newton:

ZF=0 y ZM=O

Esta independencia respecto a las propiedades del material o
variaciones térmicas convierte al analisis determinado en la prueba de
fuego definitiva para comprender los caminos de carga (load paths) en

cualquier tipologia estructural.

El estudio avanzado ha demostrado que la simple condicidon
numeérica entre grados de libertad y restricciones (b +r =2j 0 3k) es

insuficiente. La investigacion ratifica la importancia critica de evitar los
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mecanismos infinitesimales y la inestabilidad cinematica implicita,
aspectos determinantes en el disefio seguro de reticulados espaciales,

arcos y estructuras articuladas.

Ademas, el desarrollo del principio de los trabajos virtuales (PTV)
y de los teoremas de energia aplicados a sistemas determinados
favorece el calculo analitico de desplazamientos y sienta las bases para
el analisis matricial y computacional. Asimismo, en términos rigurosos,
una estructura es estaticamente determinada cuando las fuerzas
internas de todos sus miembros (tensiones en las barras) pueden
calcularse de manera Unica y biunivoca a partir de las ecuaciones de
equilibrio estatico frente a cualquier sistema de cargas externas
aplicadas en los nudos, sin necesidad de recurrir a las ecuaciones
constitutivas del material ni a las condiciones de compatibilidad de

deformacion.

En la practica profesional, el dominio del comportamiento
isostatico es el mecanismo intelectual con el que el proyectista evalla
con rapidez la viabilidad de una forma estructural antes de someterla a
modelos computacionales complejos. Por ende, las estructuras
estaticamente determinadas poseen la propiedad intrinseca de no
desarrollar esfuerzos secundarios ante asentamientos diferenciales en
los apoyos o dilataciones térmicas, convirtiéndolas en soluciones

estratégicas para contextos geotécnicos complejos o juntas de dilatacién.

En conclusion, el analisis de estructuras estaticamente

determinadas conserva una vigencia incalculable en la era del modelado
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numérico por elementos finitos. Mas alld de calcular reacciones e
hiperestaticas internas, este libro reafirma que la intuicidn estructural
no surge del software, sino de la comprension profunda de cémo la
forma, el espacio y las fuerzas dialogan a través del equilibrio estricto.
La teoria avanzada aqui expuesta entrega las herramientas formales
para que el investigador y el disefiador dominen ese didlogo con

precisién matematica y juicio critico.
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  H


  H


  H = U Σ   V  T


  U ∈  ℝ  d N × d N


  V ∈  ℝ    N  B ×   N  B


  Σ ∈  ℝ  d N ×   N  B


    𝜎 1 ≥   𝜎 2 ≥ … ≥   𝜎  r > 0


  r = rango  ( H )


  H


  Null  ( H ) =  { 𝐭 ∈  ℝ    N  B ∣ H 𝐭 = 𝟎 }


  s =   N  B − r


    N  S


  H


  Range  ( H ) =  { 𝐟 ∈  ℝ  d N ∣ 𝐟 = H 𝐭 }


  r = rango  ( H )


    H  T


  Null  (   H  T ) =  { 𝐮 ∈  ℝ  d N ∣   H  T 𝐮 = 𝟎 }


  m ′ = d N − r


    N 0


    H  T


  Range  (   H  T ) =  { 𝐞 ∈  ℝ    N  B ∣ 𝐞 =   H  T 𝐮 }


  r = rango  ( H )


  r


    N  B


  H


  s = 0


    H  T


  m ′ = f  ( d )


  H


  H


  𝜅  ( H ) =     𝜎 max  ( H )    𝜎 min  ( H )


    𝜎 min  ( H )


  H


    𝜎 min


  O  ( 1 /   𝜎 min )


  m > 0


    K  T


    K  T =   K  e +   K  g


    K  e


    K  g


  C


  k = diag  (   E  i   A  i /   L  i )


    K  e =   C  T k C = H k   H  T


    𝐦  k ∈ Null  (   H  T )


  C   𝐦  k = 𝟎


    𝐦  k  T   K  e   𝐦  k = 0


    K  g


    K  g ∈  ℝ  d N × d N


    𝐭 0 ∈ Null  ( H )


  Ω


    K  g = Ω ⊗   I  d


    I  d


  d


    K  T


    K  e


   ℝ  d N ∖ Null  (   H  T )


    𝐦  k  T   K  g   𝐦  k > 0   ∀   𝐦  k ∈ Null  (   H  T ) ∖  { 𝟎 }


    K  g


   det ⁡   (   K  T ) =  det ⁡   (   K  e +   K  g ) ≤ 0


    𝐭 0


    𝐦  k  T   K  g   𝐦  k


    K  g


    K  e


  z =   z  c = 2 d


  C  ( 𝐤 )


  𝐤


  𝐤 = 𝟎


    𝐑  T


    𝐑  T = −   ∑  i    n  i   𝐚  i


    𝐚  i


    n  i


  C  ( 𝐤 )


    𝐑  T


    𝐑  T , 1 ≠   𝐑  T , 2


    K  g


  𝜅  ( H )


    K  g


    W  e x t


  U


    W  e x t = U


    P  i


    d  i


    W  e x t =  1 2   P  i   d  i


  U


    U ∗


  C


  U


  U =   ∫ 0    d  i  P   d   d  i


    U ∗


    U ∗ =   ∫ 0    P  i    d  i   d P


  U =   U ∗


  V


  u


    𝜎  i j


    𝜖  i j


  U =   ∫  V   (   ∫ 0    𝜖  i j    𝜎  i j   d   𝜖  i j ) d V


  x


  N


  M


  V


  T


  N


  d   U  N =   N    ( x ) 2  2 E A  ( x ) d x


    U  N =   ∫ 0  L    N    ( x ) 2  2 E A  ( x ) d x


  M


  d   U  M =   M    ( x ) 2  2 E I  ( x ) d x


    U  M =   ∫ 0  L    M    ( x ) 2  2 E I  ( x ) d x


  V


  d   U  V =   𝛼 V    ( x ) 2  2 G A  ( x ) d x


    U  V =   ∫ 0  L    𝛼 V    ( x ) 2  2 G A  ( x ) d x


  T


  d   U  T =   T    ( x ) 2  2 G J  ( x ) d x


    U  T =   ∫ 0  L    T    ( x ) 2  2 G J  ( x ) d x


  E


  G


  A  ( x )


  I  ( x )


  J  ( x )


  𝛼


  𝜖


  𝛾


  𝜒


  Δ


  𝜃


    P ∗ = 1


  𝜃


    M ∗ = 1


  𝛿   W  e x t ∗


  𝛿   W  i n t ∗


  𝛿   W  e x t ∗ = 𝛿   W  i n t ∗


  1 ⋅ Δ =   ∫ 0  L    N -  ( x ) ⋅   𝜖  r e a l  ( x )   d x +   ∫ 0  L    M -  ( x ) ⋅   𝜒  r e a l  ( x )   d x +   ∫ 0  L    V -  ( x ) ⋅   𝛾  r e a l  ( x )   d x +   ∫ 0  L    T -  ( x ) ⋅   𝜙  r e a l  ( x )   d x


    N -  ( x )


    M -  ( x )


    V -  ( x )


    T -  ( x )


    𝜖  r e a l  ( x ) =   N  ( x )  E A ,     𝜒  r e a l  ( x ) =   M  ( x )  E I ,     𝛾  r e a l  ( x ) =   𝛼 V  ( x )  G A ,     𝜙  r e a l  ( x ) =   T  ( x )  G J


  Δ =   ∫ 0  L    N  ( x )   N -  ( x )  E A d x +   ∫ 0  L    M  ( x )   M -  ( x )  E I d x +   ∫ 0  L    𝛼 V  ( x )   V -  ( x )  G A d x +   ∫ 0  L    T  ( x )   T -  ( x )  G J d x


  n


  Δ =   ∑  i = 1  n      N  i     N -  i   L  i    E  i   A  i


  Δ T


    𝜖  t e m p =   𝛼  t h Δ T


    𝛼  t h


  Δ   T  g r a d =   T  i n f −   T  s u p


    𝜒  t e m p =     𝛼  t h Δ   T  g r a d h


  h


  Δ   L 0


  Δ =   ∑  i = 1  n      N -  i  (     N  i   L  i    E  i   A  i +   𝛼  t h Δ   T  i   L  i + Δ   L  0 , i ) +   ∫ 0  L    M -  ( x )  (   M  ( x )  E I +     𝛼  t h Δ   T  g r a d h ) d x


  N = 0


  M = 0


    N -


    M -


  Π = U −   W  e x t


    d  i


    d  k


    P  k


    𝜕 U  (   d 1 ,   d 2 , … ,   d  n )  𝜕   d  k =   P  k


    𝜃  k


    𝜕 U  𝜕   𝜃  k =   M  k


    P  i


    P  k


    d  k


    𝜕   U ∗  𝜕   P  k =   d  k


  U =   U ∗


    𝜕 U  (   P 1 ,   P 2 , … ,   P  n )  𝜕   P  k =   d  k


    d  k =   𝜕  𝜕   P  k  (   ∫ 0  L    M    ( x ) 2  2 E I d x ) =   ∫ 0  L    M  ( x )  E I  (   𝜕 M  ( x )  𝜕   P  k ) d x


  M  ( x )


    P  k


    P  k


    𝜕 M  ( x )  𝜕   P  k =   M -  ( x )


   ∫    M  ( x )   M -  ( x )  E I d x


    P 0


    M 0


  M  ( x ,   P 0 )


    P 0


    𝜕 M  𝜕   P 0


    P 0 = 0


    d  k =    lim    P 0 → 0 ⁡    ∫ 0  L    M  ( x ,   P 0 )  E I  (   𝜕 M  ( x ,   P 0 )  𝜕   P 0 ) d x


    𝛾  x z = 0


    d v  d x


  𝜃


  𝛾


    d v  d x = 𝜃  ( x ) + 𝛾  ( x )


    𝜏  x z


  𝜏  ( y ) =   V Q  ( y )  I b  ( y )


  𝛼


  𝛼 =   A    I 2   ∫  A    Q    ( y ) 2  b    ( y ) 2 d A


  A


  I


  Q  ( y )


  y


  b  ( y )


    U  V =   ∫ 0  L    𝛼 V    ( x ) 2  2 G A d x


  1 . 5


    𝜏  m a x = 1 . 5   V / A


  𝛼 = 1 . 2


  1 . 33


    𝜏  m a x =  4 3   V / A


  𝛼 = 1 . 11


  1 . 50


  3 / 2


  1 . 20


  6 / 5


  0 . 833   A


  1 . 33


  4 / 3


  1 . 11


  10 / 9


  0 . 900   A


  2 . 00


  2 . 00


  0 . 500   A


  ≈   A    A  a l m a


  𝛼 ≈   A    A  a l m a ∈  [ 2 . 0 , 4 . 5 ]


    A  a l m a =  h  w ⋅   t  w


  P


  L


  h


  𝜈 = 0 . 3


     Δ  c o r t a n t e   Δ  f l e x i o n = 12 𝛼  (   E  G )    (  h  L ) 2 ≈ 38 . 4    (  h  L ) 2


  L / h > 10


  0 . 38 %


  L / h < 5


  15 %


  L / h ≤ 2


  M  ( x )


    M -  ( x )


  I =   ∫ 0  L  M  ( x )   M -  ( x )   d x


  0 , 1


  2


    M -  ( x )


  g  ( x ) = m x + b


  f  ( x )


  g  ( x ) = m x + b


  x ∈  [ 0 , L ]


  I =   ∫ 0  L  f  ( x ) ⋅  ( m x + b )   d x = m   ∫ 0  L  x ⋅ f  ( x )   d x + b   ∫ 0  L  f  ( x )   d x


    ∫ 0  L  f  ( x ) d x


  Ω


  f  ( x )


  Ω =   ∫ 0  L  f  ( x )   d x


    x  C


  f  ( x )


    x  C =     ∫ 0  L  x ⋅ f  ( x )   d x Ω ⟹   ∫ 0  L  x ⋅ f  ( x )   d x = Ω ⋅   x  C


  I = m  ( Ω ⋅   x  C ) + b ⋅ Ω = Ω ⋅  ( m ⋅   x  C + b )


   ( m ⋅   x  C + b )


  g  ( x )


    x  C


      y -  C = g  (   x  C )


    ∫ 0  L  M  ( x )   M -  ( x )   d x =  Ω  M ⋅     y -  C


   Ω  M


      y -  C


  E I


  L


  M


  L


    M -


  M ⋅ L


  L / 2


   1  E I M   M - L


  L


  M


  L


    M -


  M ⋅ L


  L / 2


   1  2 E I M   M - L


  L


  M


   1 2 M ⋅ L


   2 3 L


   1  3 E I M   M - L


  L


  M


   1 2 M ⋅ L


   2 3 L


   1  6 E I M   M - L


  L


    M -


   2 3   M  m á x ⋅ L


  L / 2


   2  3 E I   M  m á x   M - L


  L


    M -


   2 3   M  m á x ⋅ L


  L / 2


   1  3 E I   M  m á x   M - L


  v  ( x )


    𝜕 M  𝜕   P  i


    M -


   Ω  M ⋅     y -  C


  b


  J


  d


  d ∈  { 2 , 3 }


  d ∈  ℝ  n


  n = d ⋅ J − k


  k


  i


    ∑  j ∈   𝒩  i      t →  i j +     f →  i =  0 →


      t →  i j


  i


  j


    𝒩  i


  i


      f →  i ∈  ℝ  d


      t →  i j


    t  e


      e ˆ  i j


  e


      t →  i j =   t  e ⋅     e ˆ  i j =   t  e ⋅       q →  j −     q →  i  ‖     q →  j −     q →  i ‖


      q →  i ,     q →  j ∈  ℝ  d


  i


  j


  n


  b


  A t = f


  A ∈  ℝ  n × b


  t =    [   t 1 ,   t 2 , … ,   t  b ]  T ∈  ℝ  b


  f =    [   f 1 ,   f 2 , … ,   f  n ]  T ∈  ℝ  n


  A


  d ∈  ℝ  n


  e =    [   e 1 ,   e 2 , … ,   e  b ]  T ∈  ℝ  b


  e = B d


  B ∈  ℝ  b × n


  A


  B


  𝛿 d ∈  ℝ  n


  𝛿 e = B 𝛿 d


  𝛿   W  e x t


  f


  𝛿 d


  𝛿   W  e x t = 𝛿   d  T f


  𝛿   W  i n t


  t


  𝛿 e


  𝛿   W  i n t = 𝛿   e  T t


  𝛿   W  e x t = 𝛿   W  i n t ⟹ 𝛿   d  T f = 𝛿   e  T t


  𝛿 e = B 𝛿 d


  f = A t


  𝛿   d  T  ( A t ) =    ( B 𝛿 d )  T t ⟹ 𝛿   d  T A t = 𝛿   d  T   B  T t


  𝛿 d ∈  ℝ  n


  t ∈  ℝ  b


  B =   A  T


  e =   A  T d


  𝜃


  X


    T 0


    T 0 =  [     cos ⁡  𝜃   sin ⁡  𝜃   −  sin ⁡  𝜃   cos ⁡  𝜃 ]


    d  e =    [   u 1 ,   v 1 ,   u 2 ,   v 2 ]  T


    u  e =    [   u  1 , l o c ,   v  1 , l o c ,   u  2 , l o c ,   v  2 , l o c ]  T


    T  e ∈  ℝ  4 × 4


    T  e =  [      T 0  0   0    T 0 ] =  [     cos ⁡  𝜃   sin ⁡  𝜃  0  0   −  sin ⁡  𝜃   cos ⁡  𝜃  0  0   0  0   cos ⁡  𝜃   sin ⁡  𝜃   0  0  −  sin ⁡  𝜃   cos ⁡  𝜃 ]


    T  e


    T  e  − 1 =   T  e  T   y    det ⁡   (   T  e ) = 1


    u  e =   T  e   d  e


    f  e , g l o b a l =   T  e  T   f  e , l o c a l


    k  e , l o c a l


    k  e , l o c a l =     E  e   A  e    L  e  [    1  0  − 1  0   0  0  0  0   − 1  0  1  0   0  0  0  0 ]


    E  e


    A  e


    L  e


    k  e , g l o b a l ∈  ℝ  4 × 4


    k  e , g l o b a l =   T  e  T   k  e , l o c a l   T  e


    k  e , g l o b a l =     E  e   A  e    L  e  [       cos 2 ⁡  𝜃   cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃  −    cos 2 ⁡  𝜃  −  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃    cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     sin 2 ⁡  𝜃  −  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃  −    sin 2 ⁡  𝜃   −    cos 2 ⁡  𝜃  −  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     cos 2 ⁡  𝜃   cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃   −  cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃  −    sin 2 ⁡  𝜃   cos ⁡  𝜃  sin ⁡  𝜃     sin 2 ⁡  𝜃 ]


    k  e , g l o b a l


  K ∈  ℝ  n × n


  K =   ∑  e = 1  b    L  e  T   k  e , g l o b a l   L  e


    L  e


  e


  K d = f


  A C   A  T


  d


  e


    A  T


  t


  C


  f


  A


  e =   A  T d


  t = C e


  f = A t


  C ∈  ℝ  b × b


  C = diag  (     E 1   A 1    L 1 ,     E 2   A 2    L 2 , … ,     E  b   A  b    L  b )


  f = A t = A  ( C e ) = A C  (   A  T d ) =  ( A C   A  T ) d


  K = A C   A  T


  K


  C


  A


    d  T K d =    (   A  T d )  T C  (   A  T d ) ≥ 0


  A ∈  ℝ  n × b


  A


  r = rank  ( A )


  A


  null  ( 𝑨 )


   ℝ  b


  s =  dim ⁡   ( null  ( A ) ) = b − r )


  null  ( A )


    t  s ∈ null  ( A )


  A   t  s = 0


  null  (   𝑨  𝑻 )


   ℝ  n


  m =  dim ⁡   ( null  (   A  T ) ) = n − r )


  null  (   A  T )


    d  m ∈ null  (   A  T )


  e =   A  T   d  m = 0


  m


  m


  m =   r  b +   m  i


    r  b


    m  i


  range  ( 𝑨 )


   ℝ  n


  r


  f


  range  (   𝑨  𝑻 )


   ℝ  b


  r


  e


  d


  A


  null  ( A )


   ℝ  b


  s = b − r


    A  T


  null  (   A  T )


   ℝ  n


  m = n − r


    m  i


    r  b


  A


  range  ( A )


   ℝ  n


  r = rank  ( A )


    A  T


  range  (   A  T )


   ℝ  b


  r = rank  ( A )


  s − m = b − n


  b − 3 J


  u


  e


  e =   A  T d


  d


  T


  t


  C


  f


  A t = f


  K = A C   A  T


  m > 0


    d  m


    t  s ∈ null  ( A )


    K  G


    K  T


    K  T =   K  E +   K  G = A C   A  T +   K  G  (   t  s )


    K  E = A C   A  T


    K  G  (   t  s )


    t  s


    K  G  (   t  s )


  null  (   A  T )


    A  T


  A


  A C   A  T


  r


  s


  m


    K  G


    N  B


  N


  d


  𝐮 ∈  ℝ  d N


  𝐞 ∈  ℝ    N  B


  𝐟 ∈  ℝ  d N


  𝐭 ∈  ℝ    N  B


  H 𝐭 = 𝐟


  H ∈  ℝ  d N ×   N  B


  C ∈  ℝ    N  B × d N


  C =   H  T


    N 0 = d N −   N  B = f  ( d )


  f  ( d ) = d  ( d + 1 ) / 2


  d


    N 0 −   N  S = d N −   N  B


    N  S


    N 0


  f  ( d )


  m


  m =   N 0 − f  ( d )


    N  S = 0


  m = 0


  z


    z  c ≈ 2 d


  H


  H


  H = U Σ   V  T


  U ∈  ℝ  d N × d N


  V ∈  ℝ    N  B ×   N  B


  Σ ∈  ℝ  d N ×   N  B


    𝜎 1 ≥   𝜎 2 ≥ … ≥   𝜎  r > 0


  r = rango  ( H )


  H


  Null  ( H ) =  { 𝐭 ∈  ℝ    N  B ∣ H 𝐭 = 𝟎 }


  s =   N  B − r


    N  S


  H


  Range  ( H ) =  { 𝐟 ∈  ℝ  d N ∣ 𝐟 = H 𝐭 }


  r = rango  ( H )


    H  T


  Null  (   H  T ) =  { 𝐮 ∈  ℝ  d N ∣   H  T 𝐮 = 𝟎 }


  m ′ = d N − r


    N 0


    H  T


  Range  (   H  T ) =  { 𝐞 ∈  ℝ    N  B ∣ 𝐞 =   H  T 𝐮 }


  r = rango  ( H )


  r


    N  B


  H


  s = 0


    H  T


  m ′ = f  ( d )


  H


  H


  𝜅  ( H ) =     𝜎 max  ( H )    𝜎 min  ( H )


    𝜎 min  ( H )


  H


    𝜎 min


  O  ( 1 /   𝜎 min )


  m > 0


    K  T


    K  T =   K  e +   K  g


    K  e


    K  g


  C


  k = diag  (   E  i   A  i /   L  i )


    K  e =   C  T k C = H k   H  T


    𝐦  k ∈ Null  (   H  T )


  C   𝐦  k = 𝟎


    𝐦  k  T   K  e   𝐦  k = 0


    K  g


    K  g ∈  ℝ  d N × d N


    𝐭 0 ∈ Null  ( H )


  Ω


    K  g = Ω ⊗   I  d


    I  d
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    K  e


   ℝ  d N ∖ Null  (   H  T )


    𝐦  k  T   K  g   𝐦  k > 0   ∀   𝐦  k ∈ Null  (   H  T ) ∖  { 𝟎 }


    K  g


   det ⁡   (   K  T ) =  det ⁡   (   K  e +   K  g ) ≤ 0


    𝐭 0


    𝐦  k  T   K  g   𝐦  k


    K  g


    K  e
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  C  ( 𝐤 )


  𝐤


  𝐤 = 𝟎


    𝐑  T


    𝐑  T = −   ∑  i    n  i   𝐚  i


    𝐚  i


    n  i


  C  ( 𝐤 )


    𝐑  T


    𝐑  T , 1 ≠   𝐑  T , 2


    K  g


  𝜅  ( H )


    K  g


   ∑ F = 0   y    ∑ M = 0


  b + r = 2 j
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